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OBSERVATIONS

TRIGONOMETRIQUES.

parR Mr. LAMBERT.

§. 1.

Quoique tous les cas qui peuvent fe préfenter dans la réfolution
des triangles foient difcurés & réfolus depuis longtems, & qu’a
cet égard la Trigonométrie {oit de toutes les parties des Mathémati-
ques la plus complette; cependant il s’en faur de beaucoup qu’elle ne
laiffe plus rien a défirer, furtout lor(quil s’agit d’abréger les opéra-
tions trigonomérriques autant qu’il eft poffible.  On fair que dans les
triangles obliquangles il n’y a qu’un feul cas ot 'on puiffe {e contenter
d’une feule analogie, & que tous les aurres demandent, ou quelque
préparation, ou deux analogies, ou 'un & l'autre.  Er quelquefois Ia
préparation n’eft pas moins longue que la feconde analogie qu’elle de-
voit rendre fuperflue. Ce n’eft pas cependantque ces fortes de prépara-
tions foient inuriles; elles peuvent ére d’un grand ufage lor{qu’il sagit
de calculer des Tables. C’eft alors qu’on peur {fouhaiter une prépara-
tion qui rende la feconde analogie fuperflue. Mais ces fortes de pré-
parations ne font point encore trouvées pour tous les cas, & elles
{emblenr méme pour pluficurs cas demander des Tables rrigonoméiri-
ques différentes de celles que nous avons.  Je doute que ces nouvel-
les Tables foient calculées dans le fiecle ot nous fommes, mais ce que
je vais examiner dans ce Mémoire en fera voir & la poffibilité & I'ufage,

§. 2. Jecommencerai par un exemple. On fait que toutes
les fois que le Soleil, ou quelque éroile, ne {e trouve pas dans I'équateur
& que le {petateur n’eft, ni fous I'équareur, ni {ous le pole, la hauteur
du Soleil ou de Iétoile ne fe calcule que moyennant deux analogies.

Mais
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Mais,fi pour cette hauteur il s’agit de calculer une Table, en fuppofant
la'déclinaifon conftante, alors il n’eft pas inutile de commencer par cher-
cher I'arc diurne; & moyennant cette préparation chaque hauteur fe
calcule par la fimple addition de trois logarithmes. Car, foit I'arc fe-
midiurne — @, Iélongation du Soleil du midi — 4, la diftance du
Soleil du pole — B, la diftance du zénith du pole — C, la hau-

teur du Soleil — H; on aura
@Q+a _ .  Q—a

finH — 2{inB. fin C. ﬁn—;— o —
2

Or le logarithme de 2{in B. fin C eft conftant, ainfi il eft conftam-
Q— a
2

ment ajouté aux log. fin Q—-f—f & 1 fin , pour avoir par

une fimple addition le log. fin H.

§. 3. De cette fagon le travail pour calculer la Table fe réduit
% la moitié. Mais il faut bien remarquer que cette formule n’eft d’au-
cun ufage toutes les fois que laftre refte conftamment au deflus de
Thorizon. Car alors I'arc diurne @, tel qu'il eft employé dans certe

formule, eft un arc imaginaire , & partant les fin

font des finus imaginaires.. Ceft ce qu'on peut rendre vifible de la fa-
¢on fuivante. Soit HZON le méridien, HCO I'horifon, ZCN e
vertical, P, p les poles, AE I'équateur, SMle parallele de équateur
répondant 4 la déclinaifon AS. Qu’ontire SB, MA paralleles a I'ho-
rifon, & il fera CA le finus de la hauteur méridienne de l'aftre, CB
le finus de fa dépreflion fous I'horifon 4 minuit. Sur AB décrivez le
cercle AGBF, & divifez-le en 24 heures. L’arc FAG fera larc
diurne, & GBF l'arc nofturne. Soit AQ_une heure quelconque.
Abaiffez QK perpendiculaire fur horifon, & tirezFQ, QG. 1l fera
e P« QG
= AB

Or QXK eft le finus de la hauteur de I'aftre en Q. Alnfi ce finus eft

en

-
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en raifon du produit FQ_. QG, qui revient 4 fin tD_-{é-_f fin
2

de la formule précédente. Mais on voit que cette analogie n’eft pof
fible qu'entant que I'horifon HCO paffe par le cercle AG B F, ce qui
n’arrive que lor{Gue 'aftre fe leve & fe couche. Donc, dans tous les
cas ou 'aftre refte conftamment au deflus de Phorifon, les points d’in-
terfection F, G, font purement imaginaires.

§. 4. On peut i la vérité pour ces cas encore trouver une ay-
tre formule, en faifant
cof (B — C
( 2 ) = tang J*
2(B.1C

T —
fin 2 — tang .

Car cela donnera

fin H — 2({BAC fin(d + ). fin(y — p)

cof §7 = 5
Mais cerre formule eft plus prolixe, en ce qu'elle contient trois ter-
mes variables, & qu’il faut méme prendre le quarré du troifieme. De
la forre Popération eft beaucoup moins abrégée qu’elle ne I’éroir dans
le premier cas. Voila donc e qui m’a fair penfer aux moyens de rendre
la premiere formule (§. 2.) applicable, méme dans les cas ot Parce diur-
ne eft imaginaire. On fait que des finus imaginaires deviennent des
quantités réelles quand on les transfere a 'hyperbole. 11 sagiffoit donc
d’examiner de quelle maniere les fonctions hyperboliques analogues
aux fonctions circulaires peuvent érre mifes en ufage dans la Trigono-
métrie, & quels {ont les avantages qui en réfulrent, furtout lorfgu’il sa-
git de calculer des Tables entieres. Voici ce que jai trouvé a cet égard.

§. 5. Soir C le centre commun du cercle QD & de I'hyper-
bole équilatérale QI, Q le fommer, CQB Paxe, CA Pafympro-
te de I'hyperbole, A(Q la tangente initiale, 7 un point quelconque
pris fur hyperbole, 7p fon ordonnée orthogonale, Cy¢ la droite ti-
rée par le point g & le centre C, qui coupe la tangente AQ en T,

Mém. de I’ Acad, Tom. XXIV, Tt Qu'on

Q—u.

Fig.r.
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Qu’on tire ¢P perpendiculaire 8 AQ, ou parallele 3 CQ, & en joi-
gnant les poinis C, P, par la droite CP qui coupe le cercle en S,
il fera

SR = 0%
CP = Cp
QP = gr

& partant la droite ST fera pareillement parallele 3 CQ,- Abaiflons
encore N' M perpendiculaire a CQ, & pofons le rayon CQ_— 1.

Soit enfin 'angle
7CQL =10

PCQ = w
& il fera
finw — tang Q.

Ceeft fur ces deux angles que roulera la comparaifon a faire entre les
fonétions circulaires & hyperboliques.

§. 6. Pour cet effet je nommerai 'abfcifle Cp le cofiizus ly-
perboligue & Pordonnée pyg le finus kyperboligue, par la méme railon
que lab(tiffe CM eft nommée le cofinus circulaivre & ordonnée MN
le finus circulaive. Dans certe dénomination que je trouve déja em-
ployée par le R. P. Riccati daus {es Opufcules, il n’ya ricn qui répu-
gne 4 la fignification primitive du terme finus. Mais voici ce qu’il faut
bien obferver. Les fiuus & coftnus civculaires peuvent fe rapporter
indifféremment & Zarc, a Pangle & au fecfeur, A caufe de la propor-
tionalité conftante qui s’y trouve. Il n’en eft pas de méme pour ce
qui regarde les finus & les cofinus hyperboliques pg, Cp. Ceeft aux
fe&teurs Q CyQ_que ces fonétions veulent principalement érre rap-
portées, afin d’¢rre @ rous égards analogues aux finus & cofinus circus
laires. Les angles QCq — @, & QCP == w enrrenr pareille-
ment en confidération, & ils feront d’ufage lor{que des fonétions cir-
culaires il s’agit de paffer aux fonétions hyperboliques, ou récipro-

quement de celles-cid celles-1a, A cet égard I'un & l'aure mérire
d’éwre
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d’érre défigné par un nom plus ou moins fignificatif.  J'obferve donc
que 'angle QCg —= @ peut étre confidéré comme commun au cer-
cle & a I'hyperbole, en ce qu'il eft également

__NM __ gp
tang  — MC — »C .
On voit donc que, fi la tangente de I'angle QCq — @ eft donnee,

on peut 'exprimer par les finus & coftaus circulaires, ou par les finus
& cofinus hyperboliques.

§. 7. Iln’en eft pas de méme de 'angle QCP — w. Cet
angle fert pour paffer des fonétions circulaires aux fonétions hyperbo-
liques. Car on peut a certains égards confidérer le cofinus hyperboli-
gue Cp comme un cofinus circulaire imaginaire, & le finus hyperbol;-
que pg comme un finus circulaive fimnaginaire. Ce qu’il y a d’imagi-
naire en cela regarde fimplement la dénomination.  Mais on fait de-
puis longtems que dans les calculs analytiques il arrive quelquefois
que la folution change les dénominations dans lefquelles le probleme
éroit d’abord propofé, dumoins pour certains cas qu'on croyoit érre
compris dans le probleme.  Tel eft p. ex. le cas de l'arc diurne imagi.
naire dont j’at parié ci-defius (§ 3. 4.

§. 8. Commeilecft (§. 5.)

Cp = CP = fecw

r7 — PQ_— rtang w,
on voit que les cofiuus & finus hyperboligues peuvent tovjours &tre re-
gardés comme des fecantes & tangentes caveulaires, & que réciproque-
ment, au lieu des fécantes & tangentes civeulnires, on peut fubftiruer les
cofinus & finus hyperboliques. Dela il fuit encore que les fecantes &
les tangentes circulaires peuvent étre regardées comme des cofinus &
finus circulaives imaginaives, & réciproquement. Et comme c'eft 3
cela que fe réduit Pufage de I'angle PCQ, je pourrai le nommer /z-
gle de commutation, en empruntant ce terme de 'Aftronomie, ou bien

Tt 2 Langle
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Uangle tranfcendant , parce qu’en effet c’eft cer angle qui nous fait paf-
fer des fonctions circulaires aux fonctions hyperboliques. Quant 2
langle 4CQ_— @, je le nommerai fimplement /ungle commun , par

la raifon rapportée ci-deflus (§. 6.).

§. 9. Quant a laire du fecteur hyperbolique 7CQg, il eft
aflez indifférent de quelle unité I'on {¢ fert pour I'exprimer, tout com-
me dans la Trigonométrie on exprime les angles par des degrés &
leurs parties fexagéfimales. Mais, comme en pofant 'arc QN — o,
Paire du feteur circulaire QN CQ_devient — v, on pourra i cer
egard exprimer laire du feéteur hyperbolique 7C Qg par 3. Cleft
aufli ce que j'ai fair dans un Mémoire inféré dans ceux de I'’Académic
de 1761. De cette maniere on trouve

: ; __ drang @
pour le fefteur circulaire dv —= p——y
pour le fefteur hyperbolique dv — L. L8
1 ~— >
& partant
T . S
2u4 — log —— t-é — log. tang (¢5° ~~ @)
§. 10. Pofonsdonc
Cp = cofz
p7 — fnu
& il fera __ finz
g0 = ofe

Et comme il eft (§. 5.)
rang @ — finw

I 4+ finw _
T — 2log tang (45° = §w)

ou bien ¢ — log tang (45° ~~ 3w).

on voit qu'il fera

2u S ]og

§.r1.



% 333 R

§ 1r. Jai d4ja dit quiil eft affez indifférent de quelle unité
on {e fert pour exprimer l'aire des fecteurs hyperboliques. Cela fait
que je regarderai cette aire comme exprimée par#, & qu’au lieu des
logarithmes hyperboliques je prendrai fimplement les logarithmes ta-
bulaires. L’avantage qui en réfulre confifte en ce que les Tables qu'il
faudroir calculer pour les finus & cofinus hyperboliques fe trouvent,
ou peu s’en faut, toures calculées dans les Tables trigonomérriques,
i on mer pour bafe I'angle tran{cendant w.  Car de cette maniere on
aura pour ces nouvelles Tabics

1™ Colonne. L’angle tranfcendant w en degrés & minutes depuis
o julqu’a 90°.
2% Colonne. Le fecteur hyperbolique
# — log.tang (45° 4 1w
3™ Colonne. Le fin. hyp. de # == tang w.
4™ Colonne. Le cof hyp.de # — fec. w.

s™ Colonne. Le log. fin hyp. # == log. tang w.

6™ Colonne. Le log. cof’ hyp. # — log. fec w — — log cof v,

»™ Colonne. Latang @ — fin®.
g™ Colonne. Lelog. tang ® = log f{in w.

9™ Colonne. L’angle @ répondant.

§. 12. Il n’y adonc que les trois dernieres colonnes qui ne fe
trouvent pas immédiarement dans les Tables, fi on veut les réduire
aux mémes angles w qu’on a mis pour bafe pour les colonnes précé-
dentes. Mais, fi pour ces trois dernieres colonnes on met pour bafe
I'angle @, ces trois colonnes fe trouvent également toures calculées:
mais dans ce cas il faut y joindre une colonne qui donne pour chaque
angle @ le fecteur hyperbolique répondant

# — 3 logtang '45° —+ @)
& cette colonne fe calcule en prenant la moitié de tous les log. fang
| Tt 3 (45°¢
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(4§° } @) quife trouvent'dans les Tables. Je m'en tiendrai néan-
moins au premier arrangement, & je donnerai 4 la fin de ce Mémoi-
re un échantillon dans une Table qui n’eft calculée que dé degrés

en degrés.

trouve entre la Trigonomérrie circulaire & I'hyperbolique.

§ 13.

Maintenant il s’agit de faire voir le parallélifme qui fe

Ceft ce

qu’on verra comme d’un coup d'il dans la lifte fuivante.

Formules circulaires.

Soient deux fedteurs circulaires

Il fera

|fin(y+42)—= {ycofz + cofy.f=
lfin (y—2)— [y cofz=—cofly.{2
Jcof(y+2)—cofy.c.a—finy. {2
|cof{y—2)—coly.c.a+ finy. {z

J20y.cofe—{(y+2)} fin(y—-2.
12 cofy. {2 —1{(y+2)—1in(y=2,
|2 cofly.c.a—c.(y=2)+ collytz)
|2 finy. fa—=c.(y=2)— cofl{yt=’

iny 4 (z—2 ﬁn?. cofy%‘f
A ﬁn_y—fz:‘ﬁCOfy-:—z-. fin

N L.
|coly+c.a—2cof =00

| =

Yy, %

y—2
2

g

o

colz+cy—2 fmli—z. fin

1°.

20,
3°.
|4°.

d2 . cols = ((y+2) + ((y—2)
6°,

)-Q'

7%
g%

9°.

o]

107,

§ bt

12°,

Formules hyperboliques.

Soient deux {ecteurs hyperboliques

Yy %

Il fera

fin (y+2)—finy.colz4c.s.(=
fin (y—2)—fin y.colz—c.y.(%
cof(y+2)—cofy.colz+ {y.{z
cofl y—2)—cofy.cols—{y.{=

2 cofy. fa = {(y42)—((y—z)
2cofy.ca—c.(y+2)+ c.(y—=)
2 finy.f3—c.(y42)—c.(y—2)

iny+{z=2 ﬁﬂ‘m. cof—2
2 2
in y-—-f’z:zcof”:z. ﬁn’:“

coly -I-Cz:zcofz?. cof—%
2

cofy—-cz:zﬁnj'iz‘ﬁnj’:z

gl
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13°]rang(yta)—(rytra): (1—ty. tz)q 13%t (y+2)=(ty$t2):(14ty.t2)
14% 0 (y—2)—=(ty —t2): (141y.t2 f{14% e (y—2) —(ty—t2): (1—ry.1%)
15%ry +t2—={(y + 2);coly.col=l15°% 1ty + ta—{(y 4 2): cof’y.col
16° 1y —t2 == {(y—2):coly.col2}|16° [ty —t2 —=((y—2):coly.colz

17°(1ytez):(ey—t2) = (yt2):0(y-5 }|17°(eytea):(ty—tz)—((yt2):((y-2)

182 () (G—)—=c 22 Y g Gty —t: -__—t’%ff::l:—f

2 2
19%{2fin y2 —1—cof2Yy 19°12 finy? —cof2y—1
20%2co(y2—1 + col2y 20°%|2cofy*—cof2y 41
2| finy? + cofy* —1 21%) cofy? — finy? —r

| cofy?— fin y2 —col2y [Jf22°] cofy? + finy> —coflzy

23%ang2y = 2ty : (1—1y2) [123% t29 = 21ty : (1 41y?)

0

finzy — 2ty : (14 e2) 024 29 — 21y : (1—1)2)
cof2y —=(1-t3*) : (14 1y2) 25%cof2y—(1113*): (1—1y2)
&e. | &e.
§. 14. Comme donc les'formules hyperboliques ne different

des formules circulaires répondantes que tour au plus dans les fignes
—— —, & que méme dans la plus grande parte de ces formules I'i-
dentité s’érend jufques fur les fignes, on congoir aifément qu’on peut
artendre des formules hyperboliques les mémes avantages qu’on a eus

des formules circulaires répondantes.  Du refte toutes ces formules fe

trouvent aifément, en ce quil eft

pour le cercle pour I'yperbole
eV =1 e g~V —1 ¢ — oV
fin y — T finy — T
cof NS iibintlorsis i S co —e e’
y — a Y ==

e &ant le nombre dont le logarithme hyperbolique eft — 1.

§.15.
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§. 15. Je vais maintenant éclaircir par quelques exemples plus
déraillés I'ufage qu'on pourra faire de la Trigonométrie hyperbolique.
Soient dans un triangle {phérique les quatre parties continues A, ¢,
B, . L’angle c &le coté B font donnés, & il s’agit de calculer une
Table qui pour chaque angle ¢ indique I'angle répondant 7. La Tri-
gonométrie donne pour le cas de quatre parties continues

fin B. cot A — cof¢. cof B -+ fin ¢. cot a.

Ft dans cette formule les cotés & les angles font {uppofés ne point ex-
céder les 9o degrés. Nous aurons donc

ta
0% — ¢B.cotA. cofece — cote.
cof B
Faifons
tB. cotA — tk
€ — 90° === ¢!
& il fera

cot a

col B
Or, pour transférer cette formule a hyperbole, on regardera # com-
me un angle commun, & ¢’ comme un angle tranfcendant,  Soient
les fecteurs hyperboliques répondans k, v, & il fera

— tk fece! — to!

::s;]; — tu. cofy — ﬁny
& partant
cota __ {ucofly — cofu {y
cof B ™ col'
ce qui donne

colB
cote — —i. fin (6 = 1)

ou,
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ou, pour diftinguer les fonétions hyperboliques des circulaires,
co( B

cota —— c?m . {in h)’P (I r— 'y’),

De cette maniere le calcul eft réduit a une feule analogie, ou bien i la
{imple addition du logarichme conftant de

col’B
colh }'pT

au logarithme variable de
fin hyp. ( — 7).
§. 16. Voici maintenant comment ce calcul peut étre arrangé
ennombres. Soit
B = 399 30
A= 76% 0.
On aura d’abord
log. tB = 9,8849805
log.cotA == 9,5610659
donc log. tK — 9,4460464.

Ce logarithme étant cherché dans la 8™ Colonne (§.11) donnera dans
1a 2% Colonne le fecteur hyperbolique répondant

K 0,1245962
& dans la 6™ Colonne le
log. col hypx — 0,0176718:
mais il eft log cof B — 9,8994667
colB
donc log e

Ft voila la préparation faite. Oncherchera donc chaque angle ¢ dans
la premiere Colonne, & la feconde donnera le feéteur y répondant;
.1i on trouve ¥ — 7 par la fimple fouftration. Et en cheri
Mém, de I’ Acad. Tom. XXIV. Vv chan[

— 9,8817949.
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chant le feteur # = ¥ dans la feconde Colonne, on trouvera dans
la §™ le log. fin hyp (x — ) répondant, auquel on ajoutera le
log (cof B : cof hyp %) qu’on vient de trouver, & la fomme donnera
le log. cot # moyennant lequel I'angle 2 fe trouve dans les Tables cir-
culaires.  Voici le calcul pour les angles ¢/ de 15 en 1§ degrés,

——0,1245962 O — v 9,8817_'_?_4_8 l cota

¢! = oy —o,0000000|+0,1245962| 9,4636576| 9,3454524
151 ——o,1150195|40,0095767| 8,33574621| 8,2175410
30| —Z0,2385606|—0,1139644| 9,4239595| 9,3057543
45| ——0,3827754|—0,2581795| 9,7994183| 9,6812131
60| TTO,5719475|=—0,4473513|10,08711521 9,9789100
75| ——0,8805709|=0,7559747|10,4413765|10,3231713
90| == infini. |— inhni infini. infini,

1l fera donc

¢! c| a

90 o | 180°. ol o
75 | 15 | 154. 35. 8

60 | 30 | 133. 36.34

45 | 45 | 115. 38.22

30 | 60 | 101. 25.49

15 |75 | 89. 3..6

o|so| 77.30.31.

On voit que pour continuer 1l faut prendre ¢ négatif, ce qui dans la
troifieme Colonne, au lieu de ® — 7, donnera @ —— . Du refte
les angles « repréfentent dans cet exemple les 2zimuths pour "élévation
du Pole 90° — B — 529 30/, & la déclinaifon boréale §0° —
A — 20°, & les angles horaires ¢, ¢/,

§. 17. Comme Pangle commun £ ne fauroit furpafier les 45°,
on voit que, s’il avoit éié

tang B. cotA > 1
au
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au lieu de

cot #
—— =tk fec ¢! e gt
cof B J k¢

il elr fallu faire

cot 2
—— = fec ¢} ~— .
ol B.ik cotk. te

¢e qui, en faifant cot £ — t A, eiit donné
cota  __ col hypy.colhyp A! = {hypy. { hyp \!

cof B. cotA cof hyp A
& partant
co
- y { B ]
cota = & Tk colhyp (A ).

§. 18. De cette maniere j'ai repaflé les autres cas des trian-
gles obliquangles, pour voir {i moyennant quelque préparation le cal-
cul des Tables peut étre réduit a une feule analogie, foit avec les Ta-
bles circulaires, foit en employant encore les Tables hyperboliques,
Voici le réfultat de mes effais.

§- 19. Comme I'exemple que je viens de dérailler eft pris du
cas des parties continues A, ¢, B, 2, on voit que les Tables qu’on
pourra avoir befoin de calculer feront de 6 efpeces: car elles pour-
ront faire voir le rapport entre

AB, Ba, ac
A.’h, BC,
Ac.

Ces 6 efpeces fe doublent lorfqu’on a égard a la différence entre la
quantité donnée & celle qu’on cherche.  En voici la fpécification.

§. 20. Laformule générale pour les parties continues eft

{B.cot A — cof¢. cof B <= {c. cot a.
Vv 2 Qui
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Qu'il s’agiffe maintenant d’exprimer

I°. Apara.
On aura
f_li;:r A — cotc. cof B 4~ cot a.
Qu’on faffe
cot¢. cofl B — cot
& il fera
{B.cotA __ L@+ ¥
- — coty + cota — £ 1a
ce qui donne
ek f(a -4 )
oA R o -
Or le falteur
_fe
B b

éranr conftant, on voit que la Table (e calcule par une fimple ana-
logie, & il n’y entre que des fonctions circulaires.

II°. a par A.
On aura
fc.{cl;)t ® — cot A — cot B. cofc.
Qu’on fafle cot B. cof¢ —= cot
& on aura

__ fB  fin(A — ¢)
e — Ty T A

formule qui {e réduit 4 une fimple analogie, & ol il nentre que
des fonctions circulaires.

III°.
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III°. A pare.
On aura
{B. cot A
ot — — cofc.ta.cofB ~= fe.
Qu’on faffe
ta.colB =ty
& il fera

cot a

cotA = ——F7 By’ {(c ~+ )

analogie fimple & fonctions circulaires.

IVe. ¢ par A.
On aura (N°.IIL)
f(c 4= ¢) = ((B.{f).ta). cotA;
or ¢ = { érant rouvé, c fe trouve fans peine.
Ve. aparB.
On aura
cota.t A.f¢c — B == cofc.t A.col B.

Qu’on fafle
cofc. tA — td

& il fera

cot A
cota — — Troold” fin(B — )

analogie fimple & fonctions circulaires.

VIe, B para.
On aura (N°.V.)
(B — JJ = cota(t A fc cof )

& B — { éumnt trouvé, on ajoure Y pour avoir B.
Vv 3 VIIe,
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Vile. A par B.
On aura

cot A
cof ¢

Qu’au lieu de B on prenne 90® == B —= B/, & en failant
tc. cota = tang
il fera cotA — tB! = ti). lecB.

Faifant donc t B’ — fin hyp 6.
fec B’ — cof hyp 6.

& nommant {/ le fedteur hyperbolique répondant & I'angle’com-
mun ¢, onaura '

cotA . fThyp (6 + ¢

; — {h e — P ( )

— yp & + cofhyp&. 1}/ = S
cof'e

ce qgi donne cot A —— m@* fin hyp (€ + 9.

Le calcul eft fort reflemblant a celui que j’ai détaillé ci-deffus (§. 15
- - 17).  Etsil fe wouve

tc.cota > 1

— cot B ~}= te¢. cota. cofec B.

P cotA __
on fera o oot — cotc.ta cotB 4 cofec B
90° == B — B!/
tB! —= finhyp &
fecB' —— cofhyp &
cotc.ta — t
& il fera .
coth hype — oL hyp (8 + 49
(c.cota ™ e diabyps + el =2 cof hyp

ce qui
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. {c.cota
ce quidonne  cotA = hyp & .colhyp (€ + ).

VIII°, B par A.
On aura (N°. VIL)
cof hyp {/

fin hyp (6 -+ /) = cot A. —r
ou dans le fecond cas

1 s colhyp
cof hyp (§ = /) == cot A. =

Ici le log. fin. ou le log. cof hyp. du fefteur & —= / érant cher:
ché dans la 5™ ou 6™ Colonne (§. 11), on trouvera dans la fecon-
de Colonne le fe¢teur hyperbolique & —— ¥/ répondant, duquel
le feCeur ! érant fouftrait, on cherchera le {ecteur & dans la fe-
conde Colonne, & on aura dans la premiere Colonne langle B! ==
90 ~= B répondant.

IX°. apare.
Cleft le cas déraillé ci-deflus (§. 15,16, 17); on aura donc
col B
cots = ropx BHPE—=7) (15
i - ST {hyp (N — 1
ou bien ceta — S cofhyp(A=—7v) (& 17)
X°. cpara.
On aura (N°.IX.) h
— col hyp &
fin hyp (0 — %) = cot a. —
fin hyp A

ou bien cof hyp (A=) —cot a. B "

L le fefteur A == ¥ ou ® — ¥ érant trouvé, le feCteur y fe

trouve par une fimple fouftradtion, & en le cherchant dans la 3.-,-
conde



Fig. 3.
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conde Colonne, on trouvera dans la premiere I'angle ¢/ == 90 == ¢
répondant.

Xle. & XII°. B pare¢, ou ¢ par B.

Ces deux cas fout les moins traitables. Tout ce qu’on pourra faire
fera d’exprimer B = ¢ par B — ¢, ou réciproquement B —

¢ par B -4 o

§. 21. Siles quatre parties du triangle {phérique, qui entrent
dans le calcul, font les trois cotés A, B, C, avec I'angle #, que je fup-
pofe étre oppofé au coté A on aura la formule générale

cof A — cof B.cof C - fin B. {fin C. cof a.

Voici la fpécification des cas particuliers qui peuvent f¢ préfenter lors-
qu’il s’agit de calculer des Tables.

I°. Apara
cof A .
On aura B IC — ot B.cot C = cofa
Qu’on fafle cot B. cot C —~ col

& on aura cof A— 2{B.{C. co{‘d‘:ﬂ.cofll‘_}f_

Ces fon&ions feront circulaires toutes les fois qu’il fera
cotB.cotC < 1.
Mais lorfquiileft  cotB.cotC > 1
on fera _ 90% — a2 — al
cot B. cot C — finhyp{

on cherchera fin a’ dans la troifieme Colonne de la Table, & dans
la feconde on trouvera le fecteur hyperbolique répondant.  Ce fec-
teur érant pofé —— @, onaura

cof A __ _ $te B
W_ﬁnhyp¢+ﬁnh}pa_z.fhyp?.cofhyp Y

&
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&partant  cof A= 2(B.{C. (hyp d’-—:j. cof hyp i—}f
II°. a par A.
o ¢ ___cof A — cof B. cof C
naura  cofa — BTC :
Qu'on fafle cof B.cof C — cofy

. » VA Ly
& il fera cofa_fB c > =

Ces fonétions font toujours circulaires.

III°. A par B.
Onaura  cof A =cof C(cof B + {'B. tC., cof a).
Quon fafle - tC.cofa — td
fC
&ilfera  cofA — -‘i‘l—$ cof (B = ).
Ces fonétions font toujours circulaires.
IVe. B par A.
On aura (N°. IIL)
cof (B = ) — co”’. col A.
Ve. aparB.
Onaura {B.{C. cofa=—=cofC Lot — cof B ).
cof C
; cofA __
Qu'on fafle ~<[C — cof
& il fera
cofa —= 2 cotC . E-;:-ib ; g—:—-l-p: {in B.

Mém. de I’ Acad. Tom, XXV, Xx

Ces
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Ces fonétions ne font circulaires que lorfqu’il eft
col A
cof C s
Voici une autre folution. Comme il eft
cofa. {C — cof A. cofec B — cof C. cot B,

faifons 90° =— B — B/
col A
o[C — — tang k&,

il fera cofa.tC — tk fecB! — tP.,

Or ici £ eft un angle commun, & B’ un angle tranfcendant. Cher-
chant donc t4 daus la §™, ou log t£ dans la 7™ Colonne, on
trouvera dans la 2% Colonne le fefteur hyperbolique répondant,
qui foit — ». Enfuite, en prenant B/ dans la premiere Colonne,
on trouvera dans la {econde le {ecteur hyperbolique répondan,, qm
foit — €. De cette fagon on aura

/ —
cofa.tC — ity il &)
coliyp u

din h}p (k= B).

& partant cola — cofh}pu

Cette formule {ert pour tous les cas.

VIe. B par a.
On aura (N°.V.)
finhyp (#x — &) — cofhyp. «.t C. cof a.
Par cette formule on trouve le feéteur hyperbolique ¥ — &£, qu’on

fouftrait du fe¢teur ., afin d’avoir le fecteur &, lequel érant cher-
-ché dans la feconde Colunne donne dans la premiere Pangle répon-

dant B! — 90 — B.

VIie. A C. Tout comme A par B, (N°, III.
par par B. ( —
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VIII°. Cpar A. Tout comme B par A. (N°.1V.)

IX°, apar C. Tout comme a par B. (N°. V.)

X°, Cpara. Tout comme B par a. (N°.VL)

Car on voit par la formule générale que les cotés B, C, peu-
vent &tre changés I'un contre Pautre.

XIe. XII°. B par C, ouCparB. Ces deux cas qui en effet ne diffe-
rent point l'un de 'aurre, font les moins traitables, & tout ce qu'on
peut faire c’elt de dérerminer B 4~ C par B — C, ou réci-
proquement B — C par B -~ C.

§. 22. Le troifieme cas général eft celui ot les quatre parties
du triangle fphérique font fes trois angles #, 4, ¢ & un c6té A qu’on
{uppofe étre oppof¢ a I'angle A. La formule générale pour ce cas érant

cofa — cofb.cof ¢ — {i.{c. cof A,

on voit qu’elle ne differe que dans les fignes de la formule du fecond
cas général (§. 21).  Ert ainfi les 12 cas parriculiers {e traitant
d’une fagon tout a fait femblable, je ne m’arrérerai pas a les expofer

tout au long.

§.23. Enfin le quatrieme cas général eft celui des parties op-
polées A,a,B,5. Etcomme ici il eft fimplement

fA :{fa—(B:1{J

on voit que cettte analogie peut toujours €tre employée fans aucune
autre réduétion.

Mais il ne fera pas inutile de rendre vifible le paffage des quan-
tités circulaires aux quantités hyperboliques.  Je reprendrai pour cet
effer 'exemple que j’ai rapporté ci- deflus (§. 3.) & la conftruétion que
j'en ai donnée pour le cas ol les quantités circulaires n’offrent rien d’-
maginaire, c’eftd dire, pour le cas ol I'horifon paffe en effer par le
cercle AGBF. Retenons la fignification que j'ai donnée aux lettres
a,B,C,H, @ (§. 2) & la formule générale eft

Xx 2 fin

Fl'g, 4.

lig. ¢,

Fig, 7.



Fig. 8.
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fin H — cofB. cof C ~}~ fin B. fin C. cof. 4.
Cette formule {e change en

finH
EITEBETEE — cot B. cot C ~~ cof 4,
& en faifant — cotB.cot C — cof @
fin H
il fera ﬁf—ﬁaﬁ:coh——co{’@,

& @ exp-rimcra Parc {émidiurne. Soir donc dans la 7™ figure le
rayon DL — 1, onaura

AQ =4a, DT == cofa
AQG = @, DC = = cofl
donc cofa — cof @ = DT + DC = TC = QK.
N finH
Ainfi il fera QK = B inC — cof a == col Q.

Mais, dans les cas ot le cercle A B n’eft plus coupé par I'horifon, com-
me dans la 8° Figure, on voit que D C ne pourra plus repréfenter un
cofinus circulaire, parce que le point C ne fe trouve pas au dedans du
cercle AB. Qu’on décrive donc ’hyperbole équilaterale ILV, qui
ait le méme centre D, & dont I'axe foit DL, on aura

DC — k¢, finus hyperbolique du fefteur L 4D,

DT — g¢¢, finus hyperbolique du fe¢teur L¢D.
fin H

Et comme il eft ME — QK — DT + DC,
, finH

il fera également BTG — gt —= ck.

Faifant done gt — cofa — fin hypa

ck = fin hyp
il fera
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: finH
il fera m—é — fin h}'P & —— fin .h}’P '4}
=3 ﬁnhyp‘b:m.cofd':_"',
Vs —a

donc fin H=2.finB. fin C. fin hyp - cof’ =y
tout comme §. 21. N°. L. On voit que ¢ repréfente ici le feteur
L4D, qui pour une méme déclinaifon eft conftant, & a repréfente
le feéteur L 41, qui varie avec 'arc horaire AQ, en forte que Q7 eft
tovjours parallele a horifon.

§. 24. Les fecteurs hyperboliques employés dans ces formu-
les fopt en effer des logarithmes (§. 9. 10.).  Ainfi, en prenant la fom-
me ou la différence de deux fecteurs hyperboliques, c’eft prendre. la
fomme ou la différence de deux logarithmes; mais, comme ces fecteurs
ne font des logarithmes que rélativement & quelque fonion circulaire
de I'angle commun ou de I'angle tranfcendant, il eft clair que la fom-
me ou la différence de deux fecteurs ne fera non plus un logarithme
que rélativement 4 une femblable fonftion. De certe maniere on pour-
roit plus ou moins faire abitraction des fonétions hyperboliques ; mais,
outre que les formules ne s’abregent point par-li, I'analogie qu’il y a
entre les fonétions hyperboliques & les fonctions circulaires fe per-
droit de vue: & il eft irés {ur que cetre analogie mérite Pattention &
les recherches des Géometres, d’autant que {on ufage ne fe borne pas
au calcul trigonomérrique.

§. 25. Ainfi p. ex. on fait que les racines imaginaires d’une
équation quelconque peuvent érre repréfentées par des facteurs de la
forme 0 — x* — 2acolw. ¥ —— a2,

Si donc, au lieu du cof w circulaire, on emploie des cof' ) hyperboli-
ques, le facteur de la forme

0 = ¥ === 2a.cofhyp . & ~}= a®
Xx 3 expri-
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exprimera deux racines réelles, & toutes les conféquences qu’on a dé-
duires de la premiere de ces formules {& déduiront de la feconde.  On
pourra méme réunir ces deux formules en laiflant indécis, fi le cofinus
qui s’y trouve eit circulaire ou logarithmique.

§. 26. Soit propofé p. ex.
0 == x% — 2a. co(P. x - a2.

Qu’on fafie Y= a™

on aura o = y% — 2a"colmQ. y - a2.

Si donc col @ cft hyperbolique, le col7 P le fera aufli, & les racines
y feront réelles, quelle que {oic la puifiance 72, & le ficond rerme fera
toujours négatif & moins que 4 ne {oit négatif & 7 un nombre impair.
Mais, file cof'Q eft circulaire, le colm @ le fera aufli, & le fecond
terme {era pofiif ou négatif {uivant la valeur qu'on donne 4 7.  Sj
donc pour 7 on prend un nombre pair, tel que le fecond terme de-
vienne pofitif, alors les racines y devant étre pofitives, comme érant
une puiflarce paire des racines x, on voit que par-1a on peur s’2fliirer
que dans une ¢quation propofCe il ¢ trouve des racines imaginaircs.

§. 27. On trouvera encore pour les finus & cofinus hyper-
boliques des formules pour les finus & cofinus des fecteurs multiples.
Ainfi p. ex. il eft

col hyp w — cofl hyp w
cofhyp2w —= 2 cofhyp w? — 1
cof hyp 3w = 4.colhyp w3 —— 3colhyp w.
&e.
Cette derniere formule fait voir quune équation cubique qui n’a qu'u-
ne racine réelle {e réduit d la trifection d’'un fefteur hyperbolique,
tout comme une équation cubique dont toutes les racines fonr réelles
{e réduit a la wrifection d’un arc ou d’un feéteur circulaire.

§. 28.
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§. 28. Je paflerai encore & d’autres cas qui peuvent fe préfen-
ter dans la Trigonométrie {phérique.  Soit AR I'horifon, AQ_Ié-
quateur, P fon pole, V le zénith, M quelque point du ciel, dont il
s’agit de trouver la hauteur MN, Pazimuth AN & Pangle parallacti-
que PMV — NMR. Les données font I’élévation du pole AP, la
déclinaifon QM, & Parc horaire AQ. Ce probleme fe réduit ordi-
nairemenr au triangle PMV, dont on connoir les arcs PM, PV, &
Pangle MPV qu’ils renferment.  Sidonc il faut trouver MV, PVM,
PMYV, il eft chir que le calcul demande tour au moins quatre analo-
gies, outre quelques réductions. Et comme ce cas revient affez fou-
vent, il me {einble qu’un Afltronome arraché 4 un Obfervatoire facili-
tera le travail au moyen d’une Table fubfidiaire qu’il calculera pour
{on Obfervatoire, dés qu’il en a bien conftaté Iélévation du pole. Cet-
te Table doit indiquer pour chaque arc horaire AQ, dedegrés en de-
grés, Pamplitude AR, Tarc ou la déclinaifon RQ, & l'angle ARQ_
compris entre ces deux arcs. Certe Table en renferme virtuellement
une autre; car, en prenant AR pour Parc horaire, AQ_fera I'azi-
murh, RQ_la haureur du point de I'équateur R, & l'angle AR Q_fe-
ra "angle parallactique.

§. 29. Mais le principal ufage de cette Table confifte en ce
que, pour un arc horaire A(QQ_& une déclinaifon MQ_quelconque, on
trouve MN, AN, NMR, moycnnant le triangle reétangle RN M.
Car, pour chaque angle horaire A Q, la Table donne QR, d’oti on ob-
tient RM par une fimple addition ou fouftraction. Enfuite la Table
donne I'angle ARQ. Or, moyennant cet angle & I'arc RM, on trou-
ve RMN, MN, RN, par trois analogies fimples. Et RN érant
{ouftrait de 'arc AR que donne la Table, on trouve AN. Si on ne
vouloir chercher que la hauteur NM, elle {e trouve par une fimple
analogie, quel que puille éwre I'arc horaire & la déclinaifon du point
M. Un obfervateur qui fe rencontre fouvent dans ce cas trouvera {ans
cohrredit de Pavantage 4 calculer une Table femblable pour I'élévation

du pole de fon Obfervaroire.
§. 30.
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§. 30. Suppofons maintenant que AR foit équateur, A
Pécliptique, M un point du ciel quelconque; A Q fera fa longitude,
MQ falatitude, AN fon afcenfion droite, & N' M fa déclinaifon. Et
il eft clair qu’en calculant une Table femblable pour Pobliquité de I'é-
cliptique, qu’on voudra merttre pour bafe, elle donnera Jes mémes
avantages 'lorfque la longitude & la latitude d’un point quelconque M
étant données, on veut en trouver l'afcenfion droite & la déclinaifon.

‘ §. 31. Suppofons réciproquement, que AR foir I'écliprique,
AQ_Yéquateur; AQ_fera I'afcenflion droite, RQ_k déclinaifon du
point R, & ARQ_langle de I'écliptique.  Enfuite AQ_fera I'afcen-
fion droite, MQ_la déclinaifon, AN la longitude, & NM la
latitude d’un point quelconque M.  Ainfi, moyennant une femblable
Table, on trouvera avec une égale facilité AN, NM, moyennant

AQ, QM.

TABLE.



T A B L E

. W 1. V. V. VL. VI VL IX.
Sefteur . Log. du f-! Tang.de |Log.rang.de
Angle h f Sinus Cofinus Log. du colif,, <0F z Angle
rboli- nus hyper- I'angle com-{I'angle com-
tranfc. ﬂ::uc_ hyperbol. | hyperbol. b O{F"! | hyperbol. Emun_ Emn_o commun.
o ©, 0000000 coonooo | 1, 0000000 [infine négatif | 10, 0000000 owoooo0 [infini négatif] ©. 0. ©
1 75803 174551 1.0001523 | 8§.2419215 | 10.0000662 174524 | 8.2418553 | ©.59.59.5
2 151628 349208 | 1.000609s | 8. 5430838 | 10.00C2646 348995 | 8.5438192 | 1.59.55.7
3 227500 52408 | 1.c013723 | 8.7193958 | 10.0005956 513360 | 8.7188002 | 2.59.45,3
F 803441 699268 | 1.0024419 | R. 8446437 | 10.0010593 697565 | B.8435845 | 3.59.35,0
5 379475 874887 | 1.0038198 | 8.9419518 | 10. 0016558 871557 | B-9403960 | 4-58.51.8
3 455626 1051042 | 1.0C550B2 | 9.0316202 | 10.0023857 1045285 | 9.0192348 | 5.58. 3,3
7 531916 1227846 | 1.0075099 | 9.0B91438 | 10.0032493 1218693 | 9.C858945 | 6.56.54,0
8 608369 1405408 | 1.0098176 | 9. 1478035 | 1C. 0043473 1391731 | 9.1435553 | 7-55.23.0
9 685011 1583844 | 1.0124681 | 9.1997135 | 10.00§3801 1564345 | 9.1943334 | R.53.37,5
10 761868 1763270 | 1.0154367 | 9.2463188 | 10. 1736482 | 9.2396702 | 9-51- 3.9
11 838955 1943803 | 1.0187168 | 9.2886523 | 10.0CR0534 1908090 | +9.2805989 | 10.48. 9.7
12 916308 2125565 | 1.0323407 | 9.3374745 | 10.0095956 2079117 | 9.317T8789 | LE.44.43,2
13 993948 2308682 | 1.m63039 | 93633641 | 1C.0113761 2249511 | 9.3520880 | 12.40.39.8
14 1071902 2493280 | 1.0301635 | 9.3967711 | 10.0130959 2419219 | 9. 3836753 | 13.35. 59,3
15 1150195 2679493 1.03531762 9. 42 Bc-s_:.s_ 10. 0150562 2584190 9. 4129963 | 14.30.38.9
16 1228856 2867454 | 1.0402994 | 9.4574964 | 10.0171584 2756374 | 94403381 | 15.24.36,7
17 1307911 3057307 | 1.0456918 | 9.4853390 | 10.0194037 2923717 | 9.4659353 | 16.17. 50,7
18 1387390 3249197 | 1.0514622 | 9.5117760 | 10.0217937 8090170 | 9. 4899824 | 17.10. 19,3
19 1467320 3443276 | 1.0576307 | 9.5369719 | 1C.0343299 3155682 | 9. 5136419 | 18. 2. 1,0
20 1547732 2639706 | 1.0641778 | 9.5610658 | 10. 0270143 3430203 | 9.5340517 | 18. 52. 54,3
a1 1618657 3838640 | 1.0711450 | 9.5B41774 | 10. 0398483 3583679 | 9- 5543292 | 19.42.57,8
22 1710126 4040262 | 1.0785347 | 9 10. 0328341 3746066 | 9.5735754 | 20.32.10,6
23 1792171 4344749 | I- 9. 6378519 | 10.0359739 8907311 & 9. 5918780 | 21.20.31,7
23 1874836 4452287 | 1.0946363 | 9.6485831 | 10.0392558 4067366 | 9.6093133 | 22. 8. O,1
ag 1958127 4663077 | 1.1033779 | _9-6686735 | 10.0427243 4316183 | 9.6359483 | 32.54-35,3
26 2042108 877326 | 1.1126019 | 9.6881818 | 10.0463397 4383712 | 9.6418430 | 23.40.16,5
a7 2126807 5095354 | 1.1223262 | 9.7071650 | 10..501190 4539905 | 9.657C458 | 24.25. 3.4
28 2112263 5317094 | 1.1335701 | 9.7256744 | 10. 0540651 4694716 | 9.6716093 | 25. 8.55.4
19 2298515 $543090 | 1.1433141 | 97437520 | 10.C581807 4848096 | 9.6855712 | 25.51.52,4
30 2385606 5773503 | 1.1547005 | 9.7614394 | 10. 0624694 soccoco | 9. 6989700 | 26.33. 54,3
31 2473540 6008606 | 11666334 | 9. TTBYI3T | 10.0669344 5150381 | 9.7118393 | 27.15- 6,7
32 2561480 6248694 | 1.1791784 | 9.7957893 | 10.U715795§ 5299193 | 97243097 | 27.55.11,9
33 2652356 6494076 | 1.1933633 | 9-R135174 | 10.0764°86 5446390 | 9.7361088 | 24. 34. 28,0
34 2743256 6745085 | 1.2062180 | 9. B2EoB74 | 10. 0814258 5591929 | g. 7475617 | 29.12.49,0
35 2835233 7002075 | 1.2207746 | 9. 8452268 | 10.0866315 573575 | 9. 7585913 | 39.50.15,2
a6 | 2928341 | 7265436 | 1.3360680 | 9.8613610 | 10.0920424 $877853 | 9.7692187 | 30.26.47.0
%? ggﬁg;r 7535540 | 1.3531357 [ 9. 8771144 | 10.0976514 6018150 | 9.7794630 | 31. 2.24,7
a8 3118182 7812856 | 1.2690182 | 9.8928<98 | 10.1034679 6156615 | 9.7893430 | 31.37. 8,4
89 5215039 8097840 | 1.2867596 | 9.9083692 | 10. 1094974 6293204 | 9.7988718 | 312,11.89,C
40 3313275 8390996 | 1.3054073 | _9-9338135 | 10 1157460 6427576 | _ 9. BOBOG7S | 32.43.56.4
~at | 3e13960 8692868 | 1.3350130 | 9.9391631 | 10. 1223301 6560590 | 9.8169429 | 33.15 §7,9
:. EL.,@ 90404t | 1.3456327 | 9-9544374 | 101389268 6691306 | 9.8155109 | 33.47.15,7
3 3616981 9325151 | 1.3673375 | 9-9696559 | 1C. 1358735 €819y84 | 9-8337833 | 34.17.38,1
P 721481 0656688 | 1.3901636 | 9.9348372 | 10. 1430652 6946583 | 9.8417713 | 34.47.10 0
45 8817757 1. 0000000 1. 1C. Q000000 | 10. 1505150 FOTI068 Y. 8494850 | 35.15.53,0
Mém. de I Acad. Tom. XXIV. Yy I,



L Il L. IV. V. YL IX.
Selteur Log. du m: de| .
Sinus Cofinus du cal I"F .
Lr:‘:n}:. mmthﬁ. hyperbel. | hyperbol. nu;bu{!:m lﬁi-’FﬂbﬂL m:;nuhltngl:r.un. "i"
45 38377§7| 1.0000000] 1. 4143136] 10 10 15051 :rn:l'lﬂﬁt 9. B4048F0137. 15, 73,
45 H'H l 'ﬂﬂ'tﬂl 1. 4395565 | 1o 0151628]10 1582286 TIFHH 9. 1169340135 43- 43
4T J 1. 4663792 |10 0j0344 (10 166216 T31301T] 9. Rhq1a7Tih to. 44,
4% 41;1:;5 : ITOS12f| 1. $944764 | 10, 0455626/10. 1744891 743 1448| 9. BTIO735(36. 37. 1;.:1
9 4373623( 1. Hﬂﬁsz 1. §242531 | ro.0boRel10. 1RJOSTT]  Ti47090| 9 ATTTTINIT- & L9
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