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OBSERVATIONS

SUR

LES DIVISEURS DES EQUATIONS D'UN DEGRE
QUELCONQUE

QUI PEUVENT ETRE TROUVES INDEPENDAMMENT
DE LA SOLUTION DES EQUATIONS.

pAR Mr. L AMBERT.

§ 1.

La difficulté & le peu d'efpérance de réfoudre des équations d'un
degré quelconque a porté les Analyftes 4 examiner du moins la
nature des équations & a rechercher différens moyens pour trouver les
racines, lorfgue certaines conditions en facilitoient le chemin. Tel éroit
le cas ol on peut préfumer que quelque racine eft rarionelle, ou qu'il
y en a deux ou plufieurs d'égales. Kt encore, quand on ne peur pas
favoir d'avance, fi dans une équation quon (e propofe de réfoudre,
il fe trouve de ces forres de racines, on ne hiffe pas du moins de
faire une renrarive, & il y a des cas ol elle réuffit.  Jai obfervé que
{urtour cette opportuniré {e rencontre dans les équations qui fonr le
réfultat d'un maximum & d'un minimum qu'on cherche, & quil s’en
préfente aufli dans la rthéorie des combinailons & dans différentes opé-
rations qu'on fait 4 I'égard des fuites infinics. Mais il s'en faur de
beaucoup que les racines rationelles, & celles qui font égales, foient les
(eules qui puiffent écre trouvées fans réfoudre route I'équation.  Ily
en 4 bien d'auwrres.  Et comme dans les Inftitutions élémentaires de
'Algebre qui me [ont connues, je ne me rappelie pas d'en avoir rien
vu, je vais expoler ici ce que j'ai trouvé en failant li- deflus des re-

cher-
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cherches. Je commencerai méme par les racines rationelles. On faic
qu'on ne les a cherchées qu'en titonnant, & que toutes les fois que I'é-
quation en avoit plus d’une, il falloit trouver chacune {éparément.

§. 2. Iy acependant moien de remédier & ce double incon-
vénient. Pour cer effer il n'y a qu'd réfoudre le dernier terme de I'é-
quation en fes divifeurs.  Enfuite on regarde chacun de ces divifeurs
comme une racine d’'une équation, qui ftra d’'un degré egal au nom-
bre de ces divifeurs. Certe équartion fé formera fans peine. Or je
dis que fi 'équarion propolée a unc ou plafieurs racines rationelles, el-
le aura un divifeur commun avec I'équarion formée des divifeurs de
fon dernier terme.  Ce divifeur commun peut étre trouvé fans peine,
& il fera d'un degré égal au nombre des racines rationelles de I'équa-
tion propofée.  Soir p. ex. I'équation

0o — x5 — fx% 4= 2087 — 2242 4+ 15 — 6,

Or les divifeurs du dernier terme font 1, 2, 3, 6. Formant donc les

racines o =X — 1 oO=x— 3
0o — x¥ =1 0 — x == 3§
0 — X = 2 0O = X = 6
0 = X =z O —x 4= 6
qui donnent
0 — X* — 1
0= X% =4
0 = a* =g
0 = 2% == 3§,

on aura I'équarion
0 — x% — gox% = gg320* = 18002 -} 1296.

Cette équation fe trouve avoir avec I'équation propofee le divifeur
commun 0 — X} = 3y =~ 2

dont les deux racines, pour étre rationclles, doivent étre 1, 2.
Qo 3 §. 3.
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§. 3. Lorfque dans ce procédé on fair d'avance que toutes
les racines font pofitives, alors on n'a pas befoin de prendre les di-
vifeurs du dernier terme négatifs.  Clefl ainfi que, dans exemple que
je viens de propofer, il el fuffi de prendre les divifeurs pofitifs 1, 2, 3,
6, & d'en former I'équation
@ — xt — 1247 = 472? — m2x - 36,

§ 4 Lorfqu'il arrive que le dernier terme a un grand nom-
bre de divifeurs, on fait qu'en augmentant ou en diminuant (es racines
d'une ou de plufieurs unités, on peur réduire I'équation & une autre
dont le dernier terme a le moins de divifeurs qu'il fera poffible, juf-
ques-1i méme que {i I'équation propolée n’a point de falteur rationel,
on peut la changer de plus d'une maniere en forte que fon dernier ter-
me devient un nombre premier; ce qui n'arrivera pas toures les- fois
que I'équation a un ou plus d'un falteur rationel, & moins qu'a 'ex-
ception d'un feul rous les antres ne foient égaux, ou qu'ils N'ayent au
moins le dernier terme égal.  Et méme dans ce cas il eft requis qu'en
rabaiffant ce rerme a 'unité, le terme de "autre faiteur devienne nom-
bre premier.

§. 5. Jobferve encore quiavant d'employer la méthode que je
viens d’ mdtquﬂr, on fait bien de voir {i I'"équarion qu'on fi2 prnlmf':
n'a point de racines égales,  Car, outre que ces racines peuvenr Cure
trouvées d'elles-mémes, il eft clair qu'elles augmenteroient le nombre
des divifeurs du dernicr terme fins néceflicé,

§. 6. Outre les cis ol une ou pluficurs racines font ratio-
nelles, il arrive fort fouvent gu'une racine eft la fomme ou la diffé-
rence d'unc quantit¢ rationelle, & d'une autre qui eft ou irrationelle
ou méme imaginaire,  Ceft ¢e qui arrive toutes les fois que I'équa-
tion eft divifible par un facteur rationel du fecond degré, mais dont
les racines ne font point rationelles.  Mais, lors méme que ces racines
font rationelles, ce fafteur du fecond degré pourra toujours érre trou-
vé. Soit p. ex. l'equation

0 = 3t — §x% = 11X — 7.
Fai.
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Faifons * — 5y == s, & onaura
o= ¥ A4 3)'s - 3)8 4= o
—y — 0§85 — §5°
=11y 118
—_—,

Or, comme ¢ peut également érre prife négative, cette équation fe di-
vife en deux parries

0 == §F == 3y o= 113y 7t Ry e gt
o = (33 — 10y == 11 = si)s,
La feconde de ces équations donne
— 0% T gyt —— 10y == IT,
Et cette valeor érant {ubfticuée dans la premiere, on aura
0 =9 — 51" =9y — 6.
Or cette équation a la racine rationelle

0o = y— 2.
Ert cette valeur érant (ubfttuée dans I'équation

— % = 3y} == JOoy == II
donne

—_— = 3
d'ol I'on tire

=y s =2 > YV =3

On voit bien que dans ce procédé y fignifie la moirié de la fomme, &
z la moitié de la différence de deux racines quelconques d’une équa-
tion. Si donc I'tquation a elt du m degré, on parviendra i une équa-
tion ydu m. (sr — 1): 2 degré, quiavra rout aurant de racines ratio-
nelles, que 'équation .r a de facteurs de la forme

0= &% =— p¥ 4~ ¢,
ot il fufhit que p foit rationel.

§. 7.
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§. 7. Voici une autr: maniere de réfoudre ce probleme.. Soit
I'equation
0 — X" — ax" "' = bx" " — et

Ert en dénotant par /x " la fomme des puiffances # des racines, on fait
qu'il eft

fx =

Jx* — afx — 2k

[y — afx? — bfx = 3¢

Jxt — afx? — Ifx? = fx — d

CIC.

Or, en défignant par y la fomme de deux racines quelconques, on
aura ['équation

O ymIm T e AymEeniE=r L el
Er il fera de méme
iy = A
SHr — Afy — 2B
L3P == Ay e Py -3
[
& réciproquement
A=y
2B —= Afy —
3C= By — AH* 4+
4D = Cfy — B/y* — Ay’ — /¥
etc.
Or j'ai trouvé, en pofant pour plus de briéveré
m — 1
2

.

qu'l
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qu'il eft
[y =(m—1)r
Sy =m=2)/x" + 1 [x S
SP=E—a)t3/x%
S =(n=8)fx* 4/ Sx 4§/ [x?
SEi=(n—16) x5+ 5 x4 S 4 10/X) fx*
Wi he==U I VERR S VESIVES BETELIVE LRt 7E SV E o

€lc.
& en général
fyr=—2"fxr 4 fxr d Lpareipe g B2 paeea

+ —‘:-.p : : .F; 1{-:"“'_;".1-’ + etc.

Soir p. ex, I'équation
0 — &% — 61 = 14x? — 182 == 9
on aura d'abord

J&E =6 JXE =r 4%

Jrr=sg Ja® — a8

f3* = 18 Jx¥ = w74
Par li on trouve

Jy = 18 9 = 353

= sa J¥* = 528

S = 144 I = Ta7i.
Et par li enfin

A= 1 D— 1276

B — 136 E — 1608

Sl L F = gbs

Mim, de I" Acad. Tom. XIX. P‘p ce
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ce qui donne
o=y —18y° 4 136)* —552)? + 1276)* — 1608y + 864
Cette équation fe trouve avoir deux racines rationelles
0=y — 2
0=2— 4 .
ce qui pour I'équarion propofée donne les deux facteurs
0 — x¥ — 2y - M.
0 — x%* — 4x - N.
Or, pour trouver les derniers termes M, N, on n’a qu'k divifer I'é

quation
'o = % — 623 = 14x? — 18x -} 9

par I'un de ces fadleurs. Ainfi p- ex. en divifant
xrl—2x4+M) at—Ffrifrgri—18xt9|xt—yxt6

Divifeur |—a*42x?—Max? —M
.—*_:'3'.}.[4:5_]3; | Q‘Eﬂlitm
—_Max®

+4x¥— g x4+ 4Mx
+ 6x2=18x+9
- Mx? 4 4Mx
- Gx? 412 x~6M
+ Max?—2Mx 4 M2

— 6x 49
Réfidu  +2Mx—sM
+ M2,
Or chaque terme de ce réfidu doir ére == 0. De li on obtient
M= 3

Er
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Et partant on aura en {ubfticuant cette valeur
le diviftur 0 — x? — 2x - 3,
le quotient 0 = x' — 4x 4~ 3.

Et voild les deux fafteurs de I"équation propofée, qu'il s'agifloir de
trouver. Le premier n'a point de racines rationelles. Le fecond en
a deux, quiauroient pu érre trouvées indépendamment de ce procé-
dé.  Mais ici je nc me {uis fervi de cette équation qu'en forme
d'exemple.

§. 8. Comme de la fagon que je viens d’indiquer on peut, de
chaque ¢quation x, en tirer une autre y telle que chaque racine y elt
la fomme de deux racines x, je reprendrai I'équation

0 = &Y — 6X7 = 14X% = 18X = 9.
Soient {es racines
X ——a
¥ — &
o —
r — §;

(= = =
IRIRIRY

Q
& il eft clair qu'on aura pour y les fix équations
o—y—a—§ oOo—=—y—a—y oOo—=—y—a-—-2_
o—=y—4y—4d o —=—y—6—-¢¢ o=y-—=86-—-y
& partant les facteurs du fecond degré
ﬂ:.}"—g:r—l—(n-i—ﬁ}-{?-—*)

¥y~ (a9 (€ —+=4J)

—
—d
—_—a
— F
el -
= d

Pp 2 ' S
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o=y —ayt(@+NHE 4+
—_— ...
—_—
—_d...

Or le fecond terme de chacun de ces faftenrs eft la!fomme des racines
de I'équation propofée, & partant == 6. De la forte nous avons les

trois facteurs
o — y* — 6y - M/
0o = y* — 6y + M¥
0= y® — 6y —= MW
dont le produir doir étre égal & I'équation
0o—3y°—18y5+136)*—s552y% $ 1276y — 1608y + 864

Or on voit aifément que les derniers termes M/, M, M*! peuvent
étre regardés comme des racines d’une équation cubique

o — M? — M2 4 pM — .
En multpliant donc les trois fafteurs enfemble, le produit fera
e—y°—i18y'+108y*— 216 y?+ 36 M'y*— 6 M'M".yt MM M"Y
+M .. =12M . 436 MY, —6EMMW
FMY =32 MY 36 MY 6 MM,
+ MY =12 MY MMY,
+ M/ M,

+ I\i-‘lﬂ M-I'H* .
e qui doane

o —y*—18y% f 108y —216)% 4 36Ny  —6py +v
—A .= 12N.. 4 B ..

Donc
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Donc en comparant les termes on aura
108 4~ K T—-136
216 ~}= 12N =—— §52
36N ~= . — 1276
6 — 1608
p — 864.

D'entre ces égalités chacune des deux premieres donne M == 28.
La cinquieme v —— 8§64, la quarrieme g — 268, & ces valeurs

conviennent encore i la roifieme. 1l fera donc
0 — M3 — 28M?* = 268M —— §64.

Cette équarion (& trouve avoir Ja racine rationelle
o —M — 38,
& encore les deux racines imaginaires
o— M — 10 =V —
0 —M— 104V — 8,
de forte que les trois fafteurs font
o =9 — 6y -1+ 8§
o=y —6)t+10-4V
o=y —6y+ 10—V —3%§
De li on tire les 6 valeurs de y

=73
Yy =4
=32 V(=12 Y —§)

Pp 3

ou



® 302

au bien, toute rédudlion faite,

y—2 - - - « Ta-§
Iy =4 - = « - =y~ 4
y=a24V=2 —a-yvy
y=4—V—-2 —=8-+4¢
y—4+V—-2 —a-+18
de—t B T W R
Dou il fuk
=i
dz=13

Voili donc les quatre racines qu'il s’agiffoic de trouver.
§. 9. Lorfque I'équation x propofée eflt du 6™ degré, I'é-
quation y fera du 15" Soient les racines

0o —Xx — @& o =& — ¢
o —x — b 0 =% — ¢
o =5 e 0O & =27,
on aura pou: y les valeurs fuivantes
« +E|lat+y|eat+d|late|a—+4¢
y+dle4clet¢le+4|64+v

e +Q|d S|yt |y ¢+ 4

Or la fomme de celles de chaque colonne eft la fomme de roures les
racines x. Cela fair que I'équation y elt réfoluble en cing facteurs du
wroifieme degré
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— §? — gyt 4 My — N
= y? — ay? == Miy — N
— y3 — ay? = My —— Nt
— 9% — 4y 4 M¥y — NV
0 =17 — ay* 4+ M)y — N
dont le fecond rerme eft le méme que celui de 'équation propofée
0 — x% — ax% 4~ bat — etc.

o Q0 0o o

§. 10. Ontrouvera de la méme maniere, qu'une équation
du 8™ degré érant propofée, I'équation y qui en réfulte, fera réfo-
luble en 7 faéteurs du quatrieme degré, qui auront au fecond terme le
méme coéfbicient que I'équation propofte. Mais il s'en faut de beau-
coup que les coéfficiens des aurres termes {& déterminent aufli aifé-
ment que je viens de le faire 4 I'égard de I'équation du 4™ degré. Je
paflerai donc 4 confidérer des fafteurs d'une autre efpece, & quion
rencontre aflez fréquemment.

§. 11. Lorfgu'une équation quelconque
0o — A -~ Br = Cx® - Dxi = ¢l
peut étre divil€e par un fadteur de la forme
0 = m = nx? == px¥ = gx? 4= e1c.
ol tous les expofans {ont des nombres pairs, je dis que ce facteur peut
toujours erre trouve.  Pour cer effet on n'a qu'd partager I'équation

en deux parfies
o — A - Cx? - Ex* = erc
o — Bx 4= Dx? + Fa¥ - et
& le facteur
o = m — ux’ = px* - jx° = ctc.

fera
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fera Te divifeur commun de chacune de ces deux parties. Car en re-
gardant I'équation
o — A -+ Bxr 4 Czx?* - gtc.
comme le produit de
0 = m —= nx* - pxt = e
0o — a4 4 bx - ca® - dx? = et
ce produit fera la fomme des deux produits fuivans:
o—={a+4cx?+ ext 4 erc.) . (ﬂ 4+ 2x? 4 pxt 4 etc)
$xbddxr fxt el) . (m+ax®+ prt 4 oewc)
Or le premuer de ces produits danne tous les expofans pairs
A 4 Ca®* - Ext + e
& le fecond tous les expofans impairs
' Bx 4+ Dx? -4 Fa¥ = etc.
Er chacun eft (éparément — o, encequiila
o = m = nx? - pxt = el
pour fasteur. '
§. 12.  Ainfi p. ex. I'équation
0o — xf— §axid—2xtd= 2057 — 2223 — 104 3,
qu'on fuppofe avoir un facteur de dimenfions paires, fe réfoud en

0 — x% = 2x% — 23x* —— 12
0o — §x% -4 20x% — 1007
Lt ces deux équations aiant
0 — ax% — 4x* == 2

pour falteur commun, il eft clair que ce fatteur divifera emcore ron-
te I'équation.

4 I3
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§. 13. Sidonc une équarion a deux racines égales, mais dont
I'une eft politive tand:s que l'autre elt négative, elles feront

0o — x -«
0 =x — o
Et le produir érant

0 — x¥ — 2t

& par conféquent un facteur de dimenfion paire, il eft clair que, par
la méthode que je viens d'indiquer, il peur étre trouvé.

§. 14 Certe méthode s'érend encore a tous les facteuss de
la forme
0 = m ~~ 23} = paIA = gt o= elc
Soit p. ex. I'équation
o —a'—2x43x'—7aT 11 —gxS4 g4t = 1947 4
6x* — gx 4 10.
Qu’on la fuppole avoir un fateur de la forme
0o = m = nx? = px? = et
Je dis qu'elle {e partagera en trois parties
0 — x'¢ — 7x7 - 14x* — 2x
0 — 247 4—1x% — 19x¥ - 10
0= 3% ~— 9x% - 6x?
qui auront ce facteur pour divifeur commun. Or ce divifeur com-

mun {¢ rouve étre
0 — 27 — gx? o o

Il eft donc clair qu'il divifera aufli route I'"équation.

§. 15. On pourra auff (e fervir de cette méthode pour chan-
mer unc équation en forte qu'elle ait une racine pofitive égale & une
racine négative.  Soir p. ex. une ¢quation du £ degré

0 — x% — ax? = bx? — cx = d.
Mém, de 1" Aead. Tom, XIX, Qq @'an
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Qur'on fuppofe la fomme de deux de fes racines —— 24, & en faifant
*x=y-tq

on aura
o =5 + 405° — 67" —+ 44°y + 7°
—_— .. = 3ag.. =—3a4%. — ag?

-+ b.. —-2lq.. - bg?

g —

—+ 4

Cette équation aura une racine pofitive égale & une négative. Il ne
s'agit donc que de trouver la valeur de 4.  Or on voit bien que I'équa-
tion propofée érant du quarrieme degré, ce fera de 6 manieres diffé-
rentes que (es racines peuvent &tre prifes deux i deux, & que par
conféquent ¢ ayant fix valeurs, on parviendra i une équation du 6™
degré. Pour la troyver, nous n'aurons qu'i partager I'équation y en
deux parties conformément a ce que Jaiditau§. 11. 1l fera donc

o=+ 6+ = ?(45’}" + 4¢°]
— 3ag.. — ag’ |
+ &+ b + 2b¢
—i‘f -— _
+d
D'ou I'on tire
49 — 3a9* + 2bg —¢

-—.:,r'l-__

49 — @
& en fubftiruant cetre valeur, il {era
- 4?’—3”’*15?—*)’_6 2.agotp(H12 30721209 -
oL (22302
t ¢t —ag? + byt =g + 4.
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Ce qui, toute réduttion faite, donne
0—=649°—96ag*+48a%g* —32abg'+ 84l g —24a%cy + abe
+320.. — 8a'.. 4 gac.. +2al* . —¢*

+4bb.. +8ad..—a%d
—16d..

Cette équation eft affez finguliere en ce qu'en pofant 4 —— o, elle f&

réduit & la forme cubique

0 == 64¢° @ == 320q9* ® —— 4llg® ¢ —

—164..
Or a énant le fecond terme de I'équation propof@e, il eft clair qu'il peut
toujours éwre fait —— o.  Er voild ce qui rend les équarions du

quatrieme degré réduifibles 4 une équation du troifieme. Jobferve
enfuire qu'on peut faire 29 — r, &l fera
o—r®—3ar® + 3a%r* —a¥r’ + acr® —aacr + abe
+2b.. =gab.tz2a%.. .+ ablb..—ce
+ bb.. +4ad.. —a?d

—4d..
ou ¢n faifant # — o
0 = r® == 2kt = bir¥ — ¢t
— gd..

Or r et la fomme de deux racines de I'équarion propofée. Si done
toures les racines x font réelles, il elt clair que les fix valeurs de » le
feront aufli. Er s'il y a deux valeurs de & imaginaires, il y en aura
quatre de ». Il en fera de méme lor(que toures les racines x fone
imaginaires, Mais dans ce cas les quarr(s de r auront des valeurs réel-

les. Car failant
a =V (a® —})

a = V (a® = ¢)
Qq 2 on

X

Il

X
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on aura pour  les valeurs {uivantes

F— == 2a
¥y =-— 2%
r=4 V@ =DV @ -0
r=4 vV @ —§— V@ -0
r— — V (a* =) 4=V (a* = o)

r

— V(=) —V @ — )
Or,enmultipliant V — 1.V 4+ 1, ona ¥V — 1

V=1.V—1 ----V 41

V+1. V41 ----V 4 1
Et par - ld ce que je viens de dire s'érablit fans dificulté. Donc, en
faifant

et
I'équation
o — v? = 20v? 4 bby — 0

= g4dy

aura trois racines réelles, foit que toutes les racines & foient réelles,
foir qu'il o'y en ait aucune qui le foir,

§. 16. 1l y a encore une méthode fort générale pour toures
les équations qui ont un fafteur d’un degré inférieur quelconque,
mais dont tous les coéfliciens font rationels. Ces fortes de fafteurs
peuvenr toujours étre rrouvés.  Pour indiquer certe méthode je me
contenterai d'en faire Mapplication d une équation du quarrieme degré.
Car pour les degres plus élevés la méthode ne differe qu'en ce qu'clle
devient plus prolixe. Soir donc p. ex. I'équation

0= XY e GN? e FGAY —— 2% =l G}
il s’agit de voir {i elle a un divifeur de la forme
x? — ax == b
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de forte que les cotfficiens a, & foient rationels. Pour cet effet on
p'aura qu’a divifer I'équation par cette formule, & on trouvera le quo-

tient
— &% — ox - 23

& le rélida fera
—— = 23r 4 6

= glx — 25
—_— 2abx 4+ kb
= 25ax -+ 9ab
— galx — a?b
-4 alx.

Or, comme ce réfidu doit étre —— o, pour chacune des racines r, il
elt clair que Yun & lautre terme devient {éparément —— o. De li

on aura

i__z:—ign—l_—-gn'-—-—aﬂ

g — 288

o= —b(as—g9o4 )46
d'ol l'on tire
o — a* — 274a° + 293a* — 16294 4 48734 —
74074 + 4460.

On n"aura donc qu'i voir fi cetre équation 2 une ou plus d'une racine
rationelle.  Or elle (& trouve avoir les deux racines

o—=a— 4
0 —

Qg 3 Fi

&
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Et par 12 on trouve les valeurs répondantes de #
o =4 — 2
0 = b — 3.
Donc les fafteurs (eront
0 = & — g4x 4 2
e = &' — 5K 4+ 3.

DU



