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MATHEMATICA
B

Difguifitiones Ana’lyti_cae_ de nouo
Problemate conie&turali

Auflore Daniele Bernoulli, pag. 3.

uod in nouorum Commentariorum volus
mine XII, llluftr. Au&or huius difer.
tationis , -attulerat infigne exemplum ,
quacftioniy ad do&rinam probabilitatum
pertinentis , ope folius calculi infinitefimalis folutae,
:id hac differtatione vberius eXponere et explicare
conftituit. Quaeftio autem , quam bheic fibi per-
trakandam propofuit fequehs eft: Si ex duabus,
“tribus vel pluribus vrais , in quibus fchedulae certo
et aequali numero repofitac ita fuat, vt vnius

. cuiusvis venae fchedulac ab illis reliquarum vrna-
o '’ 3 rum
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rum peculiari diftinguantur colore ; vnaquauis per-
mutatione, vna extrahatur fchedula et in vrnam
ordine fequentemn transponatur , fic vt, ghie. ex
vitima vrna extra&a fit, in primam reponatur ;
dato permutationum fecundam hanc legem fadtarum
numero, determinare numerum f{chedularum cuius-
vis coloris , probabiliter in quaunis vrna conten-
tarum ¢! Vt iam vera, quibus folutio huius-
quaeflionis  innititur principia tanto euidentius
explicare liceret , cafum primo fimplicifimum ,
quamuis in fe fatis obnium , Illuftr. Audtori adfer-
re placuit, eum f{cilicct, quo duvae tantum eius—
modi proponuntur vroae , pro quo quidem cafu
poftquam ex principiis do&rinae combinationum ex-
preflionem deduxit generalem numeri fchedularum -
pro quouis permutationum numero , ofteadit. qguem
valorem , haec induat expreffio , fi non folum
pumerus faGarum permutationum ponatur infinite
magnus ; fed etism numerus fchedularim permagnus
fuerit et fic quidem pro infinito. ‘haberi poffis,
Hac fa&a fuppofitione valorem eiusdem . expreffionis
‘calculo infinitefimali. in fubfidivm vocato eruit,”quo
eundem plane obtinuit, quem - antea -€x regulis
doctriae combinationum deduxerat. Hac vero quoque
conftituta hypothefi , alia problemata, quae. pro-
pric ad dotrinam permutationum non pertinent,
facilem admittunt folutienem , quemadmodum . fi
duo fupponantur vafa duobus canaliculis inter £

communicantia , et duobus-fluidis diuerfis impleta,
’ quorum
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quorum perpetua fiat transuafatio ex vno vafe in
alterum, et quaeratur quaenam certo tempore elapfo
fit lex permixtionis.,

Deinde explicationem cafus aliquanto difficilio-
ris, quo tres proponuntur vrnae adgreffus eft Illuftr:
Au&or, oftendit autem huius quaeftionis folutionem
eo reduci, vt inueftigetur lex permutationum pro
fchedulis , quae folae ab initio in prima vrna repo-
fitac erant ; inde enim reliquarum permutationes
facili negotio deduci poffunt. Ex praeceptis igitur
do&rinae combinationum , inuentis expreilionibus nu-
merum (chedularam aloarum , in quauis vrna con-
tentarom  explicantibus , infigni artificio analytico
adhibito, explicauit quomodo his expreflionibus alia
forma induci queat, vt terminos contineant numero

finitos , eosque omnes reales. Tum vero eandem

hanc folationem , vt pro cafu priori fecerat , etiam
ex principiis calculi infinitefimalis deduxit, quo
ipfo vtriusque confenfus egregie illuftratur., Deni-
que confiderationes quasdam fingulares fuperaddidic ,
ad illeftrandam legem , quam hae permutationus
fequuntur , vbi quidem obferuanit non folum totum
fyftema ad ftatum permanentem vergere, quo om-
nes fchedulae in fingulis vrnis aequaliter inter fe

funt permixtae fed etiam infinitas fieri, vltra citra.
.que hunc ftatum permanentem tranfitiones , ante-

quam ad eum perueniatuf.

II.
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Menfura fortis ad fortuitam {ucces-
{fionem rerum naturaliter contnn-
gentium applicata.

Au&. Danicle Bernoulli. pag. 26.

Inter fingulares naturae leges, quas tabulae an-
thropologicae offerunt , praecipue attentionerm
meretur illa, quae proportionem concernit, qua
nati in vtrumque ditidunwir fexum , et quemad-
" modum in genere quidem conftet prolem mafculam
pracualere , ita difficulter determinari poteft, vtrum
‘hoc merae forti adfcribendum fit, an vero: natura
ad procreationem prolis mafculae aliquanto procliuior
fit quamad eam fexus foeminini-? Hanc autem quae-
ftionem optime dirimi pofle exiftimat Illuftr : huius
differtationis Audtor, § inquiratur in leges probabili
-tatis, quae pro vtraque hypothefi locum inueaturae fint,
atque hac quidem occafione eas, quae pro prima
-hypothefi , qua natura ad vtriusque fexus- procrea-
tionem aeque procliuis aflumitur , locum obtinent,,
exponere conftituit, -

Tradita igitur primum formula generah , qua
probabilitas pro quocunque puerorum numero ‘dato
exprimitur, oftendit maximam probabilitatem adefi,
SAum ipfantum vtriusque fexus idem eft numerus,
- . ipam
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ipam vero a medio recedendo decrefcere et pro
acqualibus a2 medio diflantiis eandem. effe; deinde
quo maior fit' numerus partuum -, tante difficilivd
countingere vt in vtrumgue. fexum acqualitcr  diftri-
buatur , eo tamen non obftante jinaequalitatem per
numerum partuuin divifam femper. decrufcere,  In-
fignis antem ct maxime memordtu ' digna cit lex,
quam natura pro decremento probabilitatis, ex incre- .
mente partuum oriundo , fequitur, et quae hoe
continetur theoremate, quod probabulitas quam .proxi-
me fit in ratione inverfa fubduplicata prolis ge-
pitae. Vt vero pro dato quouis partuim nwmerd
hacc probabilitas facdlime deterMinetur, inuenit It
dufirr.  AuQor hoc inflitutem optime profequi, @
ex probabilitate , quae pto ipfo meédio obtinet,
reliquae verfus extremitaces definiantur , in  quo
aegotio id fingulare qccurit . phaenomenon vt in
mediocri a medio diftantia .omnis probabil.tas tan-
tom non euanefcat. Formula denique ¢radicur fims
plex qua pro quouis cafu probebilicas faris: exalle
exprimi poteft, vbi fenfibiles. aberrationes metuendss
aon font , nifi dum probabilitates sbiolotee fere
iam cuanefcunt. -

 Tem.XIV.Now.Comm. b I
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Confiderationes de Traie&oriié ortho-
gonahbus g

Au& L. Eulero. pag 46

!

]
A
B}

Quemadmodum 'nattira - lmesrum curnarum per
aequationem coordisatas ipfarum ortbogonales
et quantitates conftantes inuoluentem eXprimitur, ita
fi quaedam harum eonftantium variabilis affumitur
infinitas inde. lineas curyas communi lege contentas
prodxre cuidens eft, curuae autem illas normaliter
graiicientes . ;pfarum traiectoriae orthogonales dicun~
tur. Solutio .jgitur. problemati¢- de- curuis hifce
. traie@oriis eo. redit vt.ex aequatione, qua relatio
differentialium parametri et coordinatarum pro cur-
wis fecandis exprimitur , inueftigetur "alia aequatio
differentialis relationem coordinatarum pro curuis
fecantibus - exprimens ,: quae aequatio ad integrabilita-
tem perduci debet. Quum vero id -in genere
nequidem aggredi liceat omnino e re eft, iftos noffe
cafus, quibus id perfici poteft, et qui imprimis
ad hos fequentes redeunt. Primo fi parameter p
fuerit fun@io ipfarum coordinatarum x et y aequatio
differentialis pro traie®oriis duas tantum variabiles
x et y continebit adeoque eius integratio pro con-
ceﬂh haben poteft. Secundo ﬁ ] ﬁxeut ﬁxn&no nyﬁ-
. 1 fum
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tam x et-p problematis--folutio redit -ad integratio--
nem aequationis differentialis folas p et x inuoluen-
tis, vade ‘faltem  per conftrutionem x eX p adeoque
et y inueniri potet. Tertio fi x fuerit fun&io ‘pr,.
rum p et y/, vbi- omiis difficultas confifier in in-
tegratione a€quationis differentialis folas y et p in-
voluentis. Hae¢c autem tantum valere cenfenda fune
fi- iftae expreffiones ‘pro p; x ‘et y fuerint explicitae
fin vero formulas continerent iategrales , tum inte-
gratio aequationis differentialis ad quam peruenitur non:
amplius -pro conce@a fpecari -patett. Interim tamen’
fingulari artificio exdegitata-cft. olutio, iftins cafus’
quo _y per harc formulam famtatoriam f/ Vdx expri-
mm:r, vhi V‘B{i’ ftmétlo qnaeCUﬁque 1pfatum pet .

: P | SN . ieore

- Iﬂ‘*pmfenti autem ﬂxﬂértaﬁone Hioftr. A‘uam‘
ponﬁimnm confidératione - dignam juditauit ,* infi-
ghem- Harom: curuamm jproprietatem , qua mter fe
feciprdcdnter; "~ Quum enim - vtrivsqué- fy tepratis
Baturd’ eXprivvatur certa ‘relatione inter - coordinatas
X ‘et-y i€t “parametrds , fi pro pofteriori” fyftems-
te ‘paramveter dncatirr g ,-inde liquet non folumi- p e
g :perYolas »-et:y i fed etiam - vichim x et y  per
folas p et ¢ determinari pofle. Infignis antem pro-
prietas , qua relatio harum quatuor qwantitatum de-
finitur , fequenti aequatione exprimitur

(EENE)+ (22 =

i ' b 2 Hac
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Hac vero aequatione in fubfidium vocata, x -et- =
per fumClioes ipfarum p et ¢ exprimere licet, et
exprefliones, quidem pro x et y inde erinndae ita
comparatge funt, v¢ fi bisa lipearum: 2 muuo,
orthogonaligen - f¢cantium  fyflemgta inventa funt ,
inde nfinita alia talium f{yfiematum paria deduci

" gqueant. lufigne autem hoc astificium , viam quo-

qie fernit , ad folutionem ifins preblematis , quoy
ea quaerwntpr lingarum elgebgzicarum fyflematy- ,
quaram tsaieQorias isidem fipe  linege algebraicae..
Cognitis feilicat fimplicieribus quibusdam  eiusmodi,
fyflematum cafbus., inde iafimitos. alies facillimo
nagotio- derinare licet.. Similiter vero et hinc fo~
Itiopes .aliorwn non myiNs eisgantinm, problema—
tum erui poterunt, quorum praeprimis haec atten-
onemd MExeNtUT , PrimAum quo bina eiYispodi: linea~
ram orthogonalium quacruntuy fyflemata , quac eg-
dem :quatione continentur , ¢ tantym. cum dikri-
wine., quod. dum pro psiosi vabor |parametri fig
pofitione, pro  poRcrieri [negasinys, sfamagur, ef
altexyri quo. eitsmodi- quaeryntly curwge fEcandac
¥ curuae focantes, eo ‘tintum. sh. iplis difkre-
pewt , gaod coondinatae & et 1 intey fe pﬂ'muo
entpr, .

IV,
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De. formulis integralibus duplicatis.
" Aubose L. Eulero pag. 72.

isquifitio de. corporum: foliditatibus et fuperfi-
ciebus , quum ad eciusmodi. formulas integrales
deducatur, qme ex produdto. differentialium dua- .
rom watiabilium a et », er funétione quadam ha-.
ram quantitatum componantur , adeoque duplicem
imtegrationem requitam:, snvequam valor ipfis com~
-doterminari poflit; pres omanino fuit maximi
mowments in paturam et proprictates harum formu-
lswmn: scurativs jnquirere,  De formulis autem.
cissinedi’ | integralibus , quas duplicatas appeliare
Hioft: Au&ori vifum eft, tenendumy eft, quod
fi: binse varisbiles x et y plane a fe. inunicem non
pendeant , duplicem earum integrationem ita infti-
tuendam.effe, vt in vna earum fola x variabilis, in alte~
132 vero fola y ponatur, tam vera loco conftantium
gquanticatum duas quaslibet fun&iones fingularum %
et » adiici oportere, vt integrale completum inue-
niatur , et perinde omnino effe quo ordine eiusmo-
di inftituatur integratio, quum femper idem pro-
dire debeao integrale.  Hae autem formulae plane
diverfac funt ab iis ,  quibus foliditas vel fuperficies
corporum edprimitur , -in his enim poflerioribus
emnino aliqm relatio inter x ot y -intercedit , vnde
b 3 earum
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earum integratio ita isflituenda erit, vt poftquanm
in priori altera variabilium vt x pro conftante af-
‘fumta fit, hac integratione pcra&a, €a per omres
valores ipfius y extendi debgat, et loco y extremus
valor , quem recipit ,- fubfitueadus erit, vode fit
vt in pofteriori integratione y non amplius ab x
fit: independens , fed iplerumque aliqua fuo&iome:
ipffus x exprimatur , - adeo: vt pofteriorem . inkegha=:._
nem -vnica variabilis: x ingrediatur, Ad determina-',
tionem ‘vero integrationum inueftigandam , fun&io-
nem qua produGum dJxdy multiplicatum - eft ¢
vnitati aequalem- fupponerc licet, liquet enim aream ;
bafis hac formula [fd xdy exprimi:, ex cuius: for=;
mulae igitur integratione, etiam. iftac conditiongs:
quae :pro shac’ altera /[ Zdxdy walent praefcribi;
pofiunt. «+ Infigues .autem et pldre- fingulares- funt,
affe@iones harum formularum--doplicacarum, in.ea«
rum transformatione confpicuae., {cilicet quemadmos=
dum. variabiles :x et .y, in alias # et'v certa rdtio~
ne.iab ipfis ‘'dependentes , transformari poffirat. it
etiam , pro x et y his earym waloribus inuentis ;
ﬁlbﬂxtutns nouae otiuntur formulae duplicatae - alias
variabiles inuoluentes. Jam .cum quam. paxime
probabile . videri poflet nouas .has- formulas - inte.
grales non. folum in fe comple&ere tales -quas_pros
du&um d:d v ingreditur, fed practer hgs quoque
alias quac ex d9* et 44 conftant, facile tamen
perfpicitur hoc- fieri non pofle ;- quia -pofteriores hae
‘formulae do*. ét:d# in-fe compleentes , ex. mu-
¢ mero

"1l ? -
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mero formularum- duplicatarum excludantur.” Hee
autem dubium facile diluetur fi confiderctur non
plane neceflarinm effe, vt noua formula "integralis
duplicata priori prorfus fit aequalis, quoniam in
hac pofteriore aliae plane, funt conditiones fub qui-
bus integratio peragenda eft, ac in priori. Potiffi-
mum igitur ' fundamentum cui - haec - transformatio
innititur ex eo peti. debet , quod prima integratio
formae integralis per transformationem ortae ita in-
ftitui debeat, vt vel # vel & pro conftanti habea-
tur. Infignem autem hae transformationes faepius
habent vfum ad folutiones faciliores reddendas, quod
imprimis, exemplo famofi iftius problematis Floren-
tini- Nwftratur , cuivs plurimas folutiones elegantes
Illuftr: Au&or hac occafione adduxit , quarum quae
§. 44. occurrit generaliffima eft. Caeterum quoque
notari meretur huic differtationi occafionem dedifle
elegans problema, de inuenienda figura - corporis ,
" quod inter omnia eiusdem foliditatis , minima fa-
perficie contineretur, cuius tamen problematis folutio
guomodo inueniri queat , nondum . patet.

V.
Euolutio infignis paradoxx circa ge-
qualitatem fuperficierum.

Augore L. Eulero, p.- 104.

uemadmodum in do&rina lmearum curuarum ,
hacc femper locum obtineat proprietas, vt
pro-
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propofita quacunque linea curus, naila alia afligna-
ri poflit , priori ita loagitudine aequalis, wt arcus
omnibus abiciffis refpondentes fint aequales ita con.
trarium plane in do@rina folidorum focurm habero
inuenitur , fcilicet propofita faperficic quadam , in-
numerabiles femper inueniri poflunt {uperficies diver-
fa¢' quarum ‘portionss , fpatio cuique plani cuivsdam
fixi imminentes prorfus inter fe funt sequales.. Vit
autem ratio difcriminis , quod - hoc refpe¢tu inter
do&rinam linearum et fuperficierum intercedit, me-
lius intelligatur , perpendendum eft punétusm quod.
libet fuperficiei alicuius determimari per acquatio-
nem, inter tres coordimatas orthogonales , quarum
binae in plano quodam fixo ducuntur, tertia vero
diftantiam haius puncti a plaoo fixo exprimit. Si.
igitur priores dicantur x, y et tertia %, inde dif
ferentiale ipfins % huiusmodi naacifcetur formam
dz "“pdx—-}-qd;', elementum autem quoduis fupere
ficiei fic exprimetur dxdy ¥ (1--pp-+qq). Pro-
pofita iam alia faperficie quas quum priori. cone
- gronere debet , intelligitur pofivo dx—=—rdx+4-sdy
efle elementum fuperficici pro eadem dxdyV(1+4rr
~ +ss), vnde oportet effe pp—+qg—=rr—ss. Quod-
{i autem -qunis dubitaverit, vtrum haec sequalitas
alia ratioge locum inueniat, quam eaqua p=r, et
g=s, ponat folum p—w fin. 9, g=o cof ¥ et r=vfin.
P, s=v cofs P et mox innehiet pracfataan aequalitarem
adhuc locum obtmetc. Maxime igitur euriofum hiac

nafcxtut pro’élema quomodo propoﬁta quacnaquy
. © " fupere

-
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fuperficie, aliae vel omnes ipfi congruentes inueniri
poffunt , quod quum latiflimo fenfu folutionem non
admittat , cafus praccipuos folutionem admittentes
cuoluere Illuftr. Auétori vifum eft In problemate
igitar primo, pofiquam generaliter in naturam ea-
rum fuperficierum inquifinit quae cum fuperficie
plana ad datum planum fixum vtcunque inclinata
congruunt, oftendit non folum omnes alias fuperficies
planas ad bafin aeque inclinatas cum primum pro-
pofita congruere, fed fuperficies quoque conicas ,
quarum axes bafi perpendiculariter infiftunt, tum
vero generalem et elegantifimam adfert conftructio-
nem  pro  fuperficiebus cum  plano congruentibus ,
feilicet fi in plano pro bafi affumto, linea curuaad
lubitum defcribatur , et a fingulis eius pun&is du-
cantur re@ie ad curuam normales , ad bafin autem
inclinatie , {ub eodem angulo, quo fuperficies plana
propofita inclinatur , omnes hae re&ae totae, fitae
eruat in fuperficie congruente. In rehquis infequen-
tibus Problematibus cafus aliquanto difficiliores con-
fiderantur , vbi quidem partim infignes iftaec fubfli-
tutiones , quibus Illuftr. Auctor vfus eft ad folutio~
nes inueniendas , partim ctiam elegantes conftruétio-
nes, quae inde derivatac funt, fingularem analyfta-
rum merentur attentionem. In Problemate demum
quinto, eae quaeruntur fuperficies , quae cum fphae-
rica congruunt , etfi autem folutionem difficillimi
huius problematis Illuftr. Au&ori eruere licuerit; ex
ea tamen vix aliqua fuperficies fimplior {phaericae

Tom.X1V. Nou, Comm, c con-
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congryens determinari poteft. ‘De folutione autem
huius problematis in genere monendum eft, eam
non folum admittere eiusmodi fuperficics , quarum
natura eXprimitur per aequationes, quae quan-
titates continuitatis vinculo inter € iuncas com-
prehendunt , fed etiam tales vbi nulla continuitatis
lex locum habere animaduertitur, fic pro folutione
quidem problematis primi, fuperficies pyramidales
aeque fatisfacere deprehemduntur ac fuperficies
conicae.

- VI
De fummis Serierum numeros Ber-
noullianos inuoluentium.

Aulore L. Eulero. pag. 129.

Numeri Bernoulliani , qui ita ab inuentore
Tacobo Bermoullio magni nominis Mathematico
vocantur , €0 magis npotatu digni funt, quod non
folum ipfe iisdem fit vfus ad inueniendas fummas
progreflionum ex poteftatibus numerorum naturalium
fed ctiam quod hi numeri poftmodum ab Illuftr
huius differtationis Ancore ad fummandas feries po-
teftatum reciprocarum adhibiti fuerine  In hac au~
tem differtatione , Illuftr. Auctori propofitum fuit ,
in eiusmodi ferierum fummas ioquirere, quorum
termini numeros Bernoullianos , practerea vero

quoque alios factores fecundum legem quandam cogni-
, tam
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tam progredientes , inuoluunt.  Propofita igitur
primum fimpliciffima huius generis ferie, oftendit
quomodo per certas' tran:formationes ope integratio-
nis vel differentiationis inftituendas , innumerabiles
aliae inde deduci poffint, quarum fummas itidem
aflignare licet. Dein-vero alium fontem , ex quo
iftiusmodi feries promanant in confiderationem ducit,
fcilicet formuldm hanc generalem :

2S—=of/Xdx+ X4 34X _BEX | EIX e

Le2e303 % To2vee sdox3 Je2e007 dxs

in qua X terminum defignat generalem feriei cuius-
cunque pro indice x, S Vero terminum fummato-
rium et ¥, B, € numeros Bernoulliams. Si enim in
hac ferie introducantur numeri A, B; C; D quorum
relatio ad® priores %A, B, € -ab initio differtatios
mis expolita fuit, hinc huiusmodi nafcetur expreflio

AdX_Ba XX _DIX L etc. =S—/Xdx—iX

27 dx7

quac indicat fummam iftius feriei litteras A,B,C
inuoluentis femper in poteflate efle , quoties fum-
ma progreflionis , cuius X eft terminus generali®
affignari poffit. Ad vlteriorem amntem huius verita-
tis explicationem , Illuftr: Aufor, eas confiderauit

1 : '
feries in quibus X — = potioresque earum cafus.

feorfim euoluit, cos {cilicet quibus: # fignificat vel 2
vel 4 vel numerum quemcunque , vel etiam vnita-
tem. Pro fingulis: autem docetur quomodo .eatun
dem [encrum fummae ope methodi primum pros

- c 2 POﬁtﬁG
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pofitac inueftigari debeant, vt eo ipfo non folum
vtriusque methodi  confenfus exponatur , fed
etiam appareat, quibus in cafibus vna alteri fit
pracferenda.

VIL
De Partitione Numerorum in partes
tam numero, quam fpecie datas.

Aubtore L. Eulero, p. 168.

Mcthodus, qua Illuftr. huius differeationis Auctor,
problema de partitione numerorum olim tra-
Qauit, quum ita {it comparata, vt etiam ad alia
problemata foluenda adhiberi poffit, hac occafione
eam ad folutionem vulgatifimi problematis, quo
quaeritur quot modis datus numerus, dato teflerarum
numero proiici poffit, applicare conftituit. Haee
autem quaeftio generaliter- concepta eo redit, vt
inueftigandum fit, quot modis datus numerus, ‘in
datum partium numerum difpertiri queat , quarum
fingulae fpecie dentur , data quoque multitudine
omnium harum partium. Si nimirum concipiantur
eiusmodi teflerae quae non fex vt vVulgo habent
hedras , fed in quibus hedrarum numerus ad mnue
merum vtcunque magnum afcendat , tum vero fae
ciebus harum hedrarum infcripti fint numeri a«,
B, v, 9, quacftio in eo vetfatur , vt determinetur
quot modis , proiiciendo # eciusmodi tefleras, nume-

rus
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rus N-produci poffitt Vt vero ad huius problema-
tis tra&ationem eo facilior aditus pateret , Illafir:
Au&or cafum primo vulgarem, quo teflerae nu-
meris naturalibus ab 1 vsque ad 6 notantur confi-
derauit, circa quam oftendit , fi huiusmodi expreffio-
mis (X'+2' x5 a4 x°4-2° )" flat euolutio, tum
quamuis poteftatem xN in ea toties occurrere, quot
molis proiiciendo 7 tefleras, numerus N cadere
poffit. Deinde quomodo haec cuolutio aptifiime fit
inftituenda docet, et quaenam inde oriatur determi-
natio coefficientium , quae ita comparata eft, vt
femper quilicet cocfficiens per tres praecedentes cx-
primatur, vbi id tamen notatu dignum cuenit, vt
licet hi coefficientes tandem in nihilum abeant ,
et poftremi primis fint pares, id tamen ex ipfa
earundem relatione inuenta nequaquam perfpicere li-
ceat.

Porro faciliorem exponit modum, quo hi
coefficientes inueftigari poffunt, pro quouis teffera«
rum numero, fi iidem pro numero vnitate minore
iam fuerint jnuenti , vbi etiam Tabulam (ubiungit
oftendentem, quot modis omnes numeri ab 1 ad
86 tefleris vulgaribus quarum numerus vsque ad 8
afcendit cadere poffit. At vero quum euolutio for-
mulae primum propofitae, alia ratione iaftitui pofiit,
vt quilibet coefficiens abfolute affiguetur neque prae-
cedentibus ad hoc opus fit, ifthaec euvolutio, tanto
magis expofitionem meruit, quo ficilius eadem ad

ipfum problema generale applicari queat. Neque
c3 maiorem
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maijorem quidem moleftiam , hac euolutione adhibi-
a, faceflit problema adhuc generalius propofitum ,
quo fingulae teflerae inaequali hedrarum numero
pracditae fupponuntur. Si enim ex: caufls propo-
nantur tres teflerae, quarum prima hexaedra, fecun-
da o&taedra , tertia vero dodecaedra eft, quarum
-faciebus numeri npaturales ab vnitate incipien-
do infcripti fint, atque quaeratur quot modis tribus
his tefferis numerus N cadere poffit; refolutio eius
quaeftionis pendebit ab euolutione huius produdi
(a4 x4 xt at. . x') x+x’+x‘ o tx'?)
coeﬂicxens nimirum poteftatis x™, oftendet cafuum
numerum. Denique mentio inftituitur quorundam
elegantium Theorematum Fermatii, quorum de-
monftrationes , ope- huius methodi , aptiffime in-
veftigari poffe videntur, licet nondum conftet quo-
modo id perficere liceat. Horum prius eft quod omnes
numeri in tres numeros trigonales refolubiles fint,
pofterius vero quod omnes numeri ex additione qua—
ternorum quadratorum oriantur, quibus etiam hoc
adiici poteft quod omnis numerus fit .aggregatum
m numerorum polygonalium, laterum numero exiften-
te —m vel pauciorum, ;

VI1II;
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De inuentione quotcunque mediarum
Proportionalium citra radicum
extraltionem,

Auftore L. Eulero. Pag. 188,

In« hac differtatione Ilfuft. Audor, methodum ex-
ponit facilem et elegantiffimam, medias quotcau-
que proportionales ope approxXimationis, quantumuis
accurate’ inveniendi, Yundamentum autem cui hace
fuperfiruicur mechodus in eo fitum et ; quod fi
aumeri quicunque continude proportionales proponan-
tur, eorum quoque differentise in continua pro-
portioae geometrica eiusdems e¢xponentis fint , fin
vero feries numerorum propofitorum a4 proportione
geometrica aliquantum aberret, multo maiorem fore
differentiarum aberrationém , ¢x quo viciffim colli-
gitur fi proponmatur feriés numerorum a proportioue
geometrica aliquantum abertantium, {ummas horum
numerorum ad proportionem geomletricam  propius
accedere. Propofitis igitur duobus numeris A etr A
inter quos media proportionalis quacrenda eft, ita
procedere licet, vt affumtis pro lubitu binis numeiis
a et b inde formentur hi tres

a-b; ar+b, et ar-t-or, quorum bini priores

fi compendu caufla vocentur a’ s by inde iterum
s
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hos numeros elicere licet &/, a’r-+V, nee¢
non vlterius progtediendo hos
a’-+ ¥, &’ r4+b"” ex quo intcdlligitur eiusmodi

- “" 0 . o -
fra&ioncs i—,,, %’,—j eo propius ad valorem mediae

proportionalis accedere, quo longius haec operatio
continuata fuerit, Simili ratione duae mediae pro-
portionales inueniuntur, aflumendo primum pro lu-
bitu tres numcros a, b,¢, €x iisdem vero continuo
formando alios hat lege vt fit ¢’—a -+ b4 c:
V=b+c¢+ar; ¢’ =c+ar+br; quo enim
vlterius haec operatio continuetur ¢o propius eius-
modi numeri

™, b™, ™, ra™ quatuor numeros in proportione
geometrica progredientes exhibebunt. Sic quidem fi
inter duos numeros rationem duplam tenentes, quae-
rantur bini medii proportionales, ponendo a— 1,
b—1, c—1, poft feptimam operationem inuenietur
d—=10080 bN—=129%0 ¢?=16cor, vnde hae
rationes 13535 et 3525 valoremi mediorum proportio-
nalium fatis exate exhibebunt, erroribus irfra decies
millefimam partem vnoitatis fubfiftentibus. Confimiliau-
tem operatione vti licet ad tres vel quatuor medias pro-
portionales inuefligandas, quin etiam in genere huius
mecthodi ope, inter duos numeros datam rtenentes
rationem , quotcunque medii proportionales expedite
inueniri poflint. Series autem numerorum

a,a,a"” etc. b,b', b etc.c,¢’y¢’;d, dd’ et

fingula-
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frigularem merentur attentionem , quuin earum ters
minos generales femper concinne exprimere liceat,
et ita quidem vt muwa relatio, quac has feries
intercedit inde facillime perfpiciatur.

IX. et X.
De integratione Aequationis diffe-
. rentialis
PRI yde e AR« o rydad =X,
: et

Methodus integrandi, nonnullis aequa-
tionum differentialium exemplis
illuftrata,

Aullore A, L Lexell p. éx.g et 238,

equatio” differentialis, cuius integrandi Methodus

in priori harum differtationum proponitur,

€0 magis attentione digna videtur, quod inter pau-
cithimas earum fit, quae fub forma generali propo-
fitac completam admittant integrationem. Poftquam
‘yero haec eadem aequatio differentialis a fummis
noftri aeui Geometris, 1lluftr. Eulero et &’ Alember-
sio , iam dudum fit trattata, fuperfluum quidem
. videri poflet, quicquid ad eam illufirandam adiicere~
tur; quum tamen methodus in hac diflertatione
expofita,, in guibusdam gb antea allatis differat, et
Tom. X1V. Nou.Comm. d fempez
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femper conducat eandem veritatem pluribus - modis
" elicuiffe, non prorfus inutilem exiftimauit Cl. Au&cr
"huius differtationis operam, quam huic materiei
explicandae impenderat. Quum igitur haec aequatio
differentialis, fit generalis gradus nimirum 2z, wvbi
# numerum quemcunque integrum denotat, primum
disquirendum fuit, qualis fit forma aequationis diffe~
featialis, gradus proxime inferioris #—1, ex- propofita
per integrationem eliciendae , - fcilicet inuentum eft
eius formam plane fimilem fore pr0poﬁtae, atque
ita repraefentari poffe :

i‘d""j+aa""f"'3'dx+€a""’d""}'dx'-\— Ao zadels

Wi a, Bs:er A denotant_ coefficientes ex quathtan-
bus conﬁantlbus conflatas 2 vero fun&ionem "ipfius
x, vnde totum integritionis negotium reduci~
tur ad inueniendos valores &, (3,A et fun&ionjs -2
Hei¢ vero fingularis haec fc prodit arcumﬂant:& »
quod ex aequatione propoﬁta, tot oriantur aequatio-
‘nes differentiales gradus proxime inferioris , quot #
.continet vnitates , vbi tamen ficpenumero fir, vt
plures earum inter fe prorfus congruentes deprehen-
dantur , pro diuerfis igitur his cafibus’, integrale
completum diuerfa ratione inueftigandum efle per-
fpicitur. Primum itaque fi omnes aequationes differen-
tiales gradus proxime inferioris inter fe fint diuerfae
ab vna earum reliquas fubtrahendo, eruentur aequa-
tiones differentiales gradus adhuc inferioris n — 2
'tot quot hic ‘numerus #— 2 vnitatibus confar,
atque




A3 (ov) Sedw- a2ty

st i haec operatio * continuetur, demum  per-
venietur ad aequationem finitam valorem 1pfius .y
exprimentem. Quum vero hic valor ipfius y ex
tot functionibus ipftus ¥ componatur , quot m con-
tinet vnitates , oftenditur quomodo per folam diffe-
rentiationem , coefficientes , quibus hae fun’tlones
ipius x afficiuntur inucfligari queant.

Deinde explicatur , qua ratione mtegrale coms
pletum quaeri debeat cafu , quo acquationum diffe-
reatialium gradus n—1 quaedam inter fe congruunt
reliquae vero inter fe fint diuerfae, quin.etiam quar
lem formam id integrale completum induat, dum
Plane omnes aequationes gradus 71— ¥ congruunt, adeo-
que vt vnica fpectari poflunt. Porro et is cafus
confiderationem fingularem meretur, quo plures
dantur claffes acquationum differentialium congruen-
tium gradus. #—1 , pro quibus acque facile ac pro
reliquis integrale completum affignari -poteft. Deni-
que exempla quaciam adiiciuntur , quibus regulse
pro quocunque cafu allatae illuftrantur,

In pofteriori harum differtationum, -exempla
quaedam aequationym differentialiom  fuperiorum
graduum adferuntur , quarum integratio ad plures
aequationes dlﬁcrennales gradus proxime inferioris
deducit , per quarum igitur inter fe comparationem
vel ad aequationem finitam peruenire licet, vel
etiam faltem 4d “aequatiofietn “difftrentialem multo
fimpliciorem , ad cuius igitur integrationem totum
- - d 2 negotium



A

8 <33 (0 ) Sufes

negotium denuo reducitur. Practer eas sutem aequa~ -
tiones differentiales , quas ibi actulerat Cl. Au®or
etiam fequens aequatio, eadem ratione tradtanda .
actentione digna videtur.

dyd'y+-addy* 4~ bdy*ddy +4~cdy* = o
Si enim huius integrale ponatur ddy 4o’ & 8 o
=¥ e*7dy*da*=* fequentes pro ¢’, A et n inucnien-
tur valores

p=—a; A= IE NG s v ey

et a’=—=%; b’ vero fit quantitas conftans pro lubitu
afumts. Pofito iam maioris Lrouitatis geatia f=V (b6
~4(2--a)c), fequentes duo oriuntur aequationes

differentialcs s |
ol dy=A s L gyt

ddy+stidy =B.e T+ 7 dy—tdyte

wnde fi pofterior a priori fubtrahatur haec oritus
sequatio ¢ : o
il dy=e’ bY (AT ity )dy™ *dx*+ feq
,—.‘-f_;,-,d]'*.:c"bjdx'#(Ae:fj-*Blztﬂ'), deﬁgnan-
te ¢ numerum cuius logarithmus hyperbolicus =1

)

PHYSICO-
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PHYSICO -MATHEMATICA.

I

Commentationes Phyfico-Mechanicae
de Fri&ionibus, variis illuftratae
exemplis.

Aultore Daniele Bernoulli. pag. 249.

mmeutationibus  hifce occafionemn  Illuftr.
Audtori fubminiftrauic quactio de motu vir-

gac plano afpero .incumbentis , cuius ex-
tremitati poténtia quaedam oblique effet applicata,
virgagm motu lentiimo protrahens , cuius folu~
tio licet primo intuitu facillima videbatur, ali-
que tamen minus exfpettatac fe manifeftarunt
difficultates, dum definiendae erant direQiones, fub
quibus fritiones motui refiftunt. Hoc igitur argu-
mentum de direttione refiftentiae ex friione oriun-
dac, digoum iudicauit Ilufir. Auctor quod heic
aliquot praeceptis et exemplis illufiraret. Dum vero
efleQus friQionis definiendus eft , primum obferuafie
ipuat , haud maiores potentias corpori applicatas
fupponi debere, quam quae ad fritionem fuperan-
dam fufficiunt , ne fcilicet fimul inertise rationem
' d 3 habere
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diftantiam quafi infinitam adplicetur, cadet centrurs
rotationis in ipfum medium virgae, fi diminuatur
diftantia potentiae a virga, accedetcentrum rotationis ad
oppofitum virgae terminum A, fi applicatio fiat in ipfs
virga, adhucpropius ad alterum virgae terminum A,
qui a potentia magis diffitus eft accedet, donec appli=-
catio in ipfo medio fiat, quo cafu idea centri
rotationis plane definit, quia virga motu parallelo ince~
det , tranflata autem potentia verfus alteram ex-
tremitatem virgae A, protinus centrum rotationis
‘verfus terminum B transferetur, '

I1.

Se&tio fecunda de Principiis motus
fluidorum.

T T T TR QT < ety

AuQore L. Eulero. pag. 270.

flquam in Prima Se&ione Tomo XIII. horum
'L Commentariorum inferta Iiluft : EVLERVS na-
turam et ftatum aequilibrii fluidorum pertra&afiet ,
in hac, principia quibus do&rina de eorum motu
innititur , explicare conftituit. Primum igitor
huius Sectionis eaput , confiderationes circa motus
fluidorum in genere continet, vbi oftenditur perfe-
&am motus fluidorum cognitionem , ad haec qua-

tuor capita reduci , denfitatem, preflionem, vires
follici~




33 (&) Fadew 33
follicitantes et celeritates quibus quodcunque elemen-
tum fluidi fécundum ternas dire@iones fixas inter
f normales mouetur , quae fi ad quoduis tempus

affignari poffunt , quicquid fere ad motus fluidorum
cognitionem pertinet innotefcet. ‘Heic ‘autem mani-
fefla fe prodit differentia inter motum fluiderum et
corporum folidorum, quemadmodum eilim ip folidis
fufficiat triom pua&orum non in “dite®um -‘fitorum
motum determinaflfe pro inuediendo motu omnium,
ita ex dduerfo’ in - fluidis, ‘fingulis eleméetitis peculiaris
inefle poteft motus, adeo vt praecepta pro motm
folidorum heic nequaq\xam applicari - pofiint. In
reliquis ad -hoc caput ‘pertineritibus  problematibus
docetut, quomodo’ datis célevitatibus , quibus voums
quodque * fluidi elémentem mouetyr ,  inuefigati
queant , translatio cuiuscunque moleculae huius fluidi
teriipufculo infinite paruo, varidtio quaé inde im
denfitatem infertur €t ipfa acceleratio , et de- vléima
quidem id omnino ‘nétatu ' dign¥m occurrlt. quod
celeritatis incfementd’ fectindam 'guamhﬁet* dire&io-
nem a binis rdliquis celefitatibus pendednty fecus ac
in corporis folidis fieri folet , in his-enim fi - cele-
ritas fecundum gbaméunque diréctionem dicatur v,
tempore per - defighato , “acceleratio femper per
han¢’ formulam (‘“’) eXpnmétur In ﬁélmdo huiws

fe&ionis capite prmcxpra exPhcantut motus fluoidos
rum a viribus quibuscunque follicitatorum.  Heic
nimirtum docetur , quomodo datis viribus corporis
follicitantibus'; non ‘folum' vires eius acceleratrices fed

TOm.XIV.Nou.Comm. ¢ etiam
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etiam motus ipfius definiri debeant; . Aequatione®
vero differentiales ad quas docrina motus fluidorum
reducitur , tanto magis notatu dignae funt, quad
functiones quatuor varisbilium. a fe ‘inuvicem non
peadentium inuolant , adeoque ad nouum calculi
genus refrendae funt. Quicquid enim in calculo
integrali hucusque praeftitum eft, fere ad funciones
¥nicae ‘tantum variabilis extenditur ; ea huius ¢alcu-
Ji parte;, quae circa funétiones- dgarum. -varisbilium
verfatur- parum adbuc exculta. Ex quo igitur lie
quet quanta etiamnunc calcyli fubfidia ad Theoriank
flaidorum rite - tractandam defidereatur. Quamobrem
in 'id quam, maxime incumbendum efti, ¥t aequae
tiones , qmbns hacc doftina’ comtinetur., tam ad
maximam quam,- fieri; poteRt fimplicitatem , - quam
fninimum namerum reducentur.  Inuenit antem
JHuftr. - Auétor wninerfam, motus fluidorum de&rir
pam: ad. dugs reduct - poffe. aequationes: differentiales
fecundi ,gradgs\, per .quarum igitur integrationem
gquicquig hoo'jin . {;gomo defideretur, abfolui potefy
agpm tersium “applicationem continet - principiorum
in. capite praecedenu ftabilitorum ad. flyida eiusdem
denfitatis. Quum vero vix fperari queat, vt problems
generaliter conceptum de motu fluidi homogenei
faciler admittas folutionem, confultum duxit Illufin
Audtor cafus particnlares. confiderare, quibus motum
huxusmodl fluidorum deflnire licet. Ad quos impri-
mis fequentes pertinent , primo fi ternae celeritases
plane euanefcunt, quo cafu. ﬂmdum in . aequilibrio
veria-

) b} - wilar
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verfbitur , déinde i thae celefitates fuerint conflan-
tes, adeo vt omnia fluidi elémenta’ motu wnifory i
f et parallelo ferantur , terti® fi ternae fluidi celeritates,
' per funtiones temporis €xprimantur, tum vero de-
nique fi fluidi -celefitates ;cprtam et conftantem inter
fe teneant rationem. Quum vero quae in hoc capi-
> fe -adferuntur, motum tolum fluidornm homogenco-
rum progrcﬂmum {pectent, fequens explicationi mo-
tus gyratorii huiusmodi fluidcorum ab llluftr “Au&oge
deﬁmatum eft , vbi eum quldem cafum praecxp
notatu dlgnum iudicavit , quo fluidum ita cir r

il ol e

s

elapfo tempore habebit , nec non qua denfitate et

prcﬂione afficiatur.
ca PHY-
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P HYSICA -
: ‘Mus Suslica. -
Au&ore A L Gueldenﬂaedt p- 389.

‘ urem hunc minus adhuc cognitum , cami~
- porum  auftralis orientalisque Ruffiac defer-
' torum incolam, quem hic_Zoologis oﬁ'ert
Cl. Au@or | R adeo folerter propofuit , vt in delineas
tione ipfius plura defiderari fere nequeant. ' Tra@a.
tio a Cl. Aucore de illo elaborata compleitur
1°. defcriptionem omnium partium cum dimenfio-
nibus accuratam, 2° Anatomiam omnaibus numeris
abfolutam , 3°. oeconomx“ae fingularis , fatorum mo-
rumque notitiam concinnam et 4° annotationes ,
‘quibus Juslica a marmota , criceto aliisque maxime
affinibus’ generis murini fpeciebus diftinguitar , per-
fpxcuas Chara&er fpecificus hoc modo audit: Mus
corpore fufeo flaufcenti , dorfo maculis rorundis albidis
wariegato , cauda pedum longitudine , depreffa  pilofa ,
polmis setradallyhs plantis pemtadaclylis. ~ Nobis ‘mus
hic ipfiffimus eft Citillus Agricolae , quem nemini
Zoologorum poft illum , etiamfi in Polonia et
Roffia auftraliori frequentifiimum animalculum, ocu-
lis videre® licuit,

LY T2 2
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1L
Anas nyroca,.

‘Autore A L Gueldenftaedt p. 403.

omen trivigle , quo CL Auctor hanc anatis ab

"Ornithologis adhuc vix determinatam fpeciem
diftinguit, myrocam loquor, Roffice vrinatorem mpt-
poks (Nyroc) fignificat. Data exa®a defcriptione
omnium partium vtriusque fexus , chara@®erem con-
fituit hunc : Anas rufo- nigricans , abdomine , - fpecub
alarum criffogue albis. Maxime affinis Amas- myroca
eft anaii falgulae , diuerfas- tamen et conftantes fpe-
cies illas conftituere multifaria obferuatione didicit
Cl. Au®otr. Memorabilia funt migratio, nuptize,
occonomia , vfus, quae in fine operis adfert.

| III.
Spalax nouum Glirium genus.

Au&ore A. I Gueldenftaedt p. 409

racmifla notitia ordinis Glirium, examinatisque
- generibus 5 --quae hi¢ ordo comprehendit, ad
ipfam Chara&erem animalculi nouum huius ordi-
nis genus conftituentis , Cl. Auctor explicandum
accedit. Audit ipfi Spalax, Glis dentibus primoribus
PR ¢c3 in

Y,
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in viraque maxilla cuneiformibus planis 5 roftro pro-
bofcoideo , pedibus pemtadallylis; auriculis caudaque nul-
Ls. Effentiam  chara&eris hoins gemerici itaque in
dentium primorum figura ponit, nec Cl. Av&ori
a veritate alienum videtur , 'Spalacem , ‘cii-nomen
triviale Microphtalmus dedit, Talpam werficolorem efle
debac , quam Ill. a Linne TaIpam ccaudatam palrm:
crzda&ylw nominauit. - _

Singalarifimum eft , et in hiﬁona quadwpq- )
dum res imandita, quod vifu :plane careat -Spalax
Dofter: nulli enim oculi per cutem apparent; nec
~llum foraminis vefligium in cute caput obtegente
detegendum. Spatiwm tamen jnter apophyfin .zygo-
anaticam oflis maxillaris -et -inter wmufculugn  crota~
phytem occupat conglomeratum quoddam glandulo-
fum , liquidum fpifiufculum puri daudabili fimilli-
mum , in cellulis continens ; centro huius conglo-
merati per ceilulofam adharet oculus corpufculum
nigricans , globofum , vix femine papauerino maius,
antice - fubpellucidam 'nitidum- referens, im: quo b
minutiem nec pupilla nec liquores difcerni queunt.
Anomalum -jgitur hunc efle oculum , nec -ad wuifum
deftinatum  vousquisque ammaduemt, qQuoniam non
tantum , vt fupra comymemoratum ;. appertura per
cutem- careat, fed etiam mufculo. fubcutanco valido
veftita. fit,

1V
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IV.
Peregusna noua Muftelae fpecies.

Aufore A. 1. Gueldenftaede ’p. 4‘4.1."

Praemiﬁ‘a defcriptione et anatomia Peregufnae, varia

- ad phyfielogiam animalis huius pertinentia pul-

" ¢hre adfert Cl. Auétor. Vi&itat haec beftiola vt
omines congenéres carne, praefertim muribus marmo-
ta, criceto , fuskca , jaculo aliisque camporum tanai-
cenfiam ivermibus phytophagis , inter voracifima
animalia cft referenda idque ratione ftruGurae tra-
&us iateftinalis breuiffimi nec valuulofi , quae com-,
munis fere ¢t maxime peceflaria et omoium mere
carnivoratum conditio. Olera, panem, oua et
-mel , quae peregufnae expofuit Cl. Au&or, intaQa
rehqmt gallinam vinam oblatam autem mox pedi-
bus prehendit, dentes femoribus gallmae infixit et
fanguinem auide fuxit. . Dgntibus gaudet ad conte-
rendas plantarum partes ineptiffimis-ad carnem au-
tem dilacerandam et praedam necandam aptiflimis.

Mirum in modum in campis tanaicenfibus
sliisque auftralis orientalisque Roffiae defertis vaffiffi-
mis flabilita et politia . naturae humana arte non
turbata ; numerofifimac enim plantarum myriades
campos hofce obueftientes ‘partim infeGtorem laruis ,
partim  auibus granivoris ., partim quadrapedibus_

. phy-
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phytophagis deftinatae , vt aequilibram inter plantas
feruetur , ne vna fpecie nimis multiplicata altera
fuffocetur et pereat. Sed iteruin cauendum fuit, ne
‘horum animalium nponmero nimis au&o , nimia
plantarum copia comedatur , et hac via plantae  pe-
reant ; hinc conditori naturac quam plurimis
auium infe@®ivorarum fpeciebus, haud paucis -aui-
bus ornithophagis , variis quadrupedibus carniuoris
quadrupedibus phytophagis infeftis, apta domicilia
in his campis parare placuit ; vt - proportio -inter
creaturas , quae finis eft politiae natura , feruetur.
Expofitis variis quae mores , vuptias,, domi-
cilia aliaque ad oeconomiam animalis pertinentia
fpe®ant , peregusnam fuam nominé fpecifico a con-
generibus diftinguit fequenti : Mufela pedibus fiffis
capite es corpore fubtus aterrimis ; corpore fupra brun-
neo luseoque vario 5 ore fafcia fromtali, auriculisque albis.

V. |
De Ouo fimplici gemellifero. .
Au&tore C. F. Wolff. pag. 14.56. |

oetus practernaturaliter conftituti, fiue' monftré

hi fuerint irregularia , fiue foetus connati, fiue
gemelli , vni tamen ouo inclufi , ab omni tempore
a phyfiologis magna cum attcntione confiderati fue-

runt, co fine et e¢a fpe, vt aliqua tandem inde
' lux
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lux theorize generationis adfunderetur. De ouis ge-
mnellificis - Ariffozeles- iam -mentionem fecit. Deinde
Fabricius ab Aquapendente de iisdem vberius fcripfic,
Denique Harwvaeus quoque fuas his addidit obferua-
tiones. Verum , quae oua gemellifica ab his au&o-
ribus vocantur , ea neque vero fenfu talia, fed po-
tius gemella oua, vni teftae inclufa fuere; (ﬁquxdem
vitello, qui effentiam oui- conftituit , non fimplici,
qui geminum foetum -produceret , ofed duplici vitel-
lo duplicique albumine praedita fuerunt ;) neque
videntur illi auQores: ¥nquam embryones horum
éuofum fpfos in ouis incubatis ; fed mera tantum
owa how incuvata yidifle, quod fatis ex deftriptione,
quam tfadiderunt, et cx diffenfu eorundem relpe@u
foetuum apparet ; dumn- Ariffoseles foetum gemellum, -
Fabricius autem monftrum potius -fore: fufpicatur,
quod prodiret ex eiusmodi ouis gemellificis didis,
¢t ‘Harvasus tandem ab vtroque . iterum -#iffeatio.
Subie@umi ,- de qud hic agitur , verarh -ouum .ge-
meux&rum foit , - fintplici attnmine ,, implicique vi-
tello, ex quo duplex embryo propullulat , inftru=
&um , fex quidem dies incubatum; quo tempore
fcilicet foetus gallinaceus in ftatn embryonis adhuc-
dum verfatur et notabili tamen magnitudine iam
gaudet , vt nudis etiam oculis perluftrari queat,
praetereaque plurimas partes inchoatas, licet non-
dum perfe@as, iam habet. Praemiffo difcurfu de
differentia inter oua gemella et gemellifera, deque
in fpecie priorum natura et ortu , Clarifimus Auior
.. 'Tom. X1V.Nou. Comm. f ftacum
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fiatum naturalem oui fex dies iancubati breuiter de-
feribit , vt accuratius eo intelligantur , quae - fingu-
laria et praeter naturam huic fubieo infunt. De-
inde defcriptionem oui gemelliferi ipfam aggreditur.
Praeter ea, quae iam indicauimus , plura-alia fin-
gularia non minus digna notatu in €0 ouo occus-
runt; veluti abfentia amnii et fitus embryonum
nudorum prorfus extra vitellum, cui pedunculorum
ope adneCtuntur; cum naturaliter intra externam
vitelli membranam embryo inclufus et ; et alia ,,
quas in Diflcrtatione ipfa legenda. Denique confe-
&aria quaedam addit de ftatu oui gemelliferi ante
fextum incubationis diem ; nam ifie quidem ex
pracfenti firu@ura concludi poterat.  Porro fimili
modo de ftatu eiusdem poft diem fextum. . Porro
de partue vel exclufione foetuum eiusmodi gemel-
loruin, qui illum terminum fuperuivere vix pofia
videntur. Desique de ortu monftrotum , quae non
fieri ex gemelhs compreflis et concrefcentibus, fed
ex vegetatione potius ipfa luxunante y fatis luculen-
ter oftenditur.
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Defcriptio pifcis , € Gadorum' genere,
Ruffis Nawaga (uarara) di&ti, hi-
ftorico anatomica.

Auftore 1. T. Koelreuter pag. 484.

Pifcem hunc ‘oceani europaei incolam, ichthyolo-
gis quidem recentioribus notum a nemine aun-
tem defcriptum , quem Cel. Au&ori nobifcum com-
municare placait , ea folertia explicavit, quam:
Lectores in’ operibus Koelreuterianis pulcherrimis ex-
peQtare confueuerunt. ~ Datis exatis. defcriptionibus:
omnium partium externarum omnibusque partibus
internis cultro anatorhico fubie®is, fynonyma IN:
a Lime et Artedii -adfert. Eft Nawaga Gadus
(Callarias) sriprerygius ¢irratus varius , cauda imegra,
maxilla [uperiore longiore Lim. SyR. - Nat. ed. XI1I.
Tom. I. pag. 436. n. 2. Dolendum eft, vt de
oeconomia plurimarum incolarum pelagicarum, quae
iucundiffima eft Zoologiae pars, xchthyologxs fete
nihil dicere liceat. -

fa - VIL
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. Deferiptio’ quorundam animabium. !
AuGore L. Lepechin pag. 498.

In hac commentatione fex animalia quinque aues
-ét voum mammale defcribic Cl. Auctor. Prima
auis eft Parus dorfo dilute coeruleo inferne albus
apite albo tania ad oculos et medio abdomine mas
citla oblenga ex atro coeruleis. fafcia alarum media
alba, qui Rufficc Kniaefiok (xnazlokb) nominatur
et in virgultis circa Synbirsk habitat. Secunda eft
fterna Tﬁ:hcgmua (qerpana.) fuperne ex albo cana,
inferne niuea capillitio mg:q albedine irrorato , ro-
fro - coccineo , pedibus nigris,” quae ad maré ‘cd-
fpinm fmquenuﬂima et voce rifum aemulatur. Ter-
tia cft Fringa, inferne alba, fupra nigra lituris
longitudinalibus flauefcentibus , fafcia alarum’ alba ,
pedibus: Jobatis , quae ad lacus falfos habitat et circa
mare gafpium gregatim (volitat. 'ngta elt Ardea
pumda y capite et collo flauicante caftaneo alboqué
variis , dorfo caﬁanco » inferne -albicans , quae etiam
ad mare cafpium habitat. Quinta eft Motacilla Ple-
fchanca (maemanka) dorfo pectoreque’ nigris , capil -
litio abdomineque albis, quae in foffis praeruptis
circa Saratow et alibi ad Wolgam habitat, vbi in
modum hirundinis ripariae effodit cauernas horizon-
tales., profindas , ahquando etiam aliarum auvium ca-

: Yita-
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vitates occupat. Smgulam eft propagatio huius

aviculae : decem enim, pullos Cl Auétor in nido

vbico- inuenit. * .
Mampmale de quo agit eft- Mhs ocults mmu.

t\fﬁmxs, auriculis’ caudaque nullis R corpore rufo .

cinereo , quem incolae Slepyfchok (caensimoxb) vo-
ant, Huac murem Cl. Au&or primus ompgium
inuenit , idemque - eft animalculum- quod cg,u&,,.
denflaeds Spalacem nomipauif et cuius in hoc fum-
mario pag. 409. mentionem fecimus,

VIIL

De Capra Saiga et Eriﬁaceo aurito

Dlﬁérta.tlp L ;

Au&ore Samuel Gottheb Gmelm :
. . Pag 312‘ .t

Prxor pars differtationis ‘hains ema@am de&ripuoo
nein Capraé Saigae’exhiber, quam Hiuftr, a Lins
me in X1I™ editione fyft. naturae Tom. 1. p. 99.-

n. 11, Capram rataricam cornibds terctibus retius--
culis “perfe@e annulatis- apice diaphanis ; ‘BHla i)
berbi, nominaunit; et beat. ‘Gmelings fub-nomite>
lhicis . imberbis. in.-Cemmqnmms nofkyis- propoluit,
Pofterior pars Erisacei nouam fpeciem tradit, quam
Cel. Ay&tor in regiove Aftrachaaenfi ﬁ;equenti(ﬁmm

d:(cruabn. et ob -aures cxftagtes quritym RONRFIL:
f3 IX,

' ae o
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Lychnanthos volubilis et meanthe-'
smum peltatuim aous plantarum
genera.

Auftore Samuel Gottlieb Gmelm
pag. s525.

rior harum plantaram , quam Cel- Audtor ad

Tanaim legit, ad Decandriam Trigyoiam 1L
2 Limne pertinet. Dato charaitere generico, allaw
etiam de(criptione omnium partium exa&ta, pauln-
fum adhnc haefitare. videtur; ita enim R:fc expri-
mit: aut Lychnanthos noﬁcr Silene erit, aut Co~
‘cubalus , aut demum Saponaria. Sed fi haec geve-
ra bene diftin@a f{umt, neutrum ree ingreditur.
Faux coromata a Cucubilo eundem feparat. Ab
eodem et Silene' Bacca ghbofa wnilocwlaris,  Arque
a Saponaria Byl trifido zecedit. Summe videtur
- conuenire cum Cucubalo baccifero, fed cum eum
nunquam vidiffe meminerim nil . determina.  Nec
erranit. Vir Cel. et nobis Lychonanthos nihil aliud
quam- Cucubalus bacrifer efle videtur.

Alterum genus Limpanthemum peltatum pu-
ta, quod ad vrbem Ticherkask in paladibus inue-
nit, ad Pentandriamm monogyniam IHufir. a Limne
sefereadum efts Nos in Limnanthemo fammam

cam
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cum Menysuu&e oymphoide affinitateny. mimaduer-
timaus : omnia enim quae de- iblla dixit Ceh Au@or
etiam de hoc dici poffint, excepta Corolize quingus
petala , quae in Menyanthe nymphoide gquingue
paritia. :

| . X.
Obferuationes et defcriptiones
botanicae. .

Auéore 1. Gaertnero pag. 53:

O&o hac Differtatiore plantarnm partint noua-
" tum partint minus fufficienter antea defcripta-
rum exa@®am delineationem Botanicis offert Cék
Au&or. Prima earum eft noux fpecies Veronicae,
quae Cel. Viro Veronica grandiffors racemis latera~
-Tibus laxis , foliis oppofitis', erenatis, hirfurtis;
aule adfcendente’, ftolonifero, audit. Sectnda non
quidem prorfus noua fed minus site Ka&enus defi~
nita planea, quawx beat. Szellerus cum priore in
Kamtfchatca Iegit et Gmelinus' FE Sib. Tom. 3. p.
219. veronicam’ fbliis infetioribus ouatis, erenatis;
fuperioribus rotundis mucronatis, c¢aule fpica ter-
minato , appelauit.  Hanc , evius chara&er in ca-
lyce altero latere fiffo cum flere diandro _cenfiftit ,
Cel. Av@tor diuerfi et noniqwe generis efle cogno-

mt ¢t Lagetidem dixit. Nomen triniale huius
plantae
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plantae eft Lagotis glauca foliis radicalibus petiola-
tis, caulinis. et fpica terminali feflilibus, Terria
eft Bronus omatus “panicula ouata, falciculata, erecta ;
fpiculis oblongis : intermediis primoribns breuius
pedunculatis ; fecnndariis fefilibus, qui ad marts
cafpii littora habitat. Quarta et quinta funt agro-
pyri noui generis ex ordine graminum duae {fpe-
cies., - agrapyron puta criffatum fpica compofita.,
flofcolis hirfutis , et Agropyton triticeum fpica fim-
plici, flofculis lsevibus.  Prius Illuftr. a Linne
Bromum fpiculis diftiche imbricatis , feflilibus , de-
preflis , -dixit, et beat. Gmelinus Feftucam culmo {pi-
cato fpiculis multifloris, in Flora Sibirica nomina-

;- pofterius wero noua fpecies eft quae ad Wol-
gam et Taicum vt et in tota fere Sibiria auftrali
.jn locis ferilibus paffim occurrit.  Sexta eft Rubia
cordifdlia frequentifima in rupeftribus Sibiriae trans-
baicalenfis planta, cuius femjna Zachertius Pharma-
copola -apud Argentifodinas argunenfes et botano-
philus mifit.  Septima eft Anemone puflla flore ca-
lyculato 5 fcapo aphyllo pubeﬁ:cnte , foliis radicali-
bus ternatis . incifis , quae etiam inter plantas- Si~
biriac proprias numeranda. Ocaua eft pulchra Di-

gmtxs glutmxﬁz Chu:ae fcptqntnonaps incola,

ki
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XI.

Defcriptioneé Quadrupedum et Auium
anno 1769. obferuatarum.

Aufore P. S. Pallas pag. s47.

Tnum quadrupedum et quinque auium minus
antea cognitarum defcriptiones Cel. Au&ori
hac Differtatione cum eruditis communicare placuit.
Quadrupedes funt Mus Citillus et salpinus et Erina-
ceus auritus Aues vero Anas rutila , Sterna Cafpia ,
Motacilla /lewcomela Loxia erythrina et Parus cyanus.
In omnibus his defcriptionibus eadem elucet foler-
tia; eadem eruditio, perfpicuitas ea, quam an-
tea femper in fcriptis noftri Zoologi inuenerunt
le&tores.

XII.
Nouae Infe&orum fpecies.

AuGore E. Laxmann pag. 593.

i magnos illos fcarabacos americanos , quos Cel.
Koeheuter pulchre defcripfit , excipiamus , nihil

de Infeis in Commentariis noftris occurrit.  Vt
etiam de Rufficis et Sibiricis Infetis eruditis ali-
- Tom, X1V, Nou. Comm, g quid

7

-

~
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quid conftaret , operae precium efle duxit Au&or,
qui plurima haec vaftiffimi Imperii animalcula peg
totum fexennium collegit , tredecim has fpecies tra-
dere. Primac feptem harum ad Coleoptera, otaua
et nona ad Hemitera pertinent. Speciofifimae
funt quatuor vitimae Myrmeleon puta Kojywanenfe,
Ichneumon gigas, Conops petiolatus et Aranea fingo-
rienfis, Cum autem in defcribendis ipfis breuitatj
maguopere. ftuduerit , plura de illis in hoc fum-
mario dicere fuperuacaneum putauimus,

;Imf-
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Eiusdem , Spalax, nouum glirium genus pag. 409.

Eiusdem , Peregusna , noua mufielae fpecies- p. 44 1.

C. F. Woif , Ouum fimplex gemelliferum pag. 456.

1. T. Koelreuter, Defcriptio pifcis, e gadorum gene-
re , Ruffis hawaga di&i, hiftorico- ana-
tomica pag. 484

1. Lcpechin, Defcriptio quorundam animalium p. 498,

S. G. Gmelin , De Capra Salga et Erinaceo aurito
pag. 51s,

Eigsdem , Lychnanthos volubilis et Lymnanthemum
peltatum noua plantarum genera pag.
525.

I. Gaersner , Obferuationes et de(‘cnptxones botani-
cae pag. 531.

P S§. Pallas , Defcriptiones quadrupedum et auium
Anno 1769. obferuatarum pag. 548.

- E, Laxmanmn, Nouae Infetorum fpecies pag. 593.

MATHE-




MATHEMATICA.

Tom. XIV.Nouw,Comm. A . DIS»



~r




DISQVISITIONES

ANALYTICAE

DE NOVO PROBLEMATE
CONIECTVRALL

Auctore

DANIELE BERNOVLLI

6 1.

int duae, tres, pluresue vrnae, in quibus fin-
gulis fchedulae certo et aequali numero repo-
fitae putentur, fchedulae autem vniuscuiusuis
vroae {uo peculiari colore a fchedulis reliqua~
rum vroarum ab initio diftin®ase fint ;- tum porro
fchedulae fucceffive , forte tamen , permutentur hac
lege vt quauis vice ex fingulis vrnis fchedula ‘vna
extrahatur , et deinde in vrnam. ordine fequentem
translocetur, illa autem quae ex vrna, vltimo loco
pofita , extradta fint, in primam reponatur: his
ita pofitis datoque permutationum , praefito modo
faGarum , numero quaeritur numerus fchedularum

cuiusnis coloris quae probabiliter in quauis vrna
A 2 ' conti-
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continebuntur , quoties autem extra&io ex fingulis
vrnis fimul fa®a fait , fimulque eo, quo dixi, mo-
do in vrnam fequentem fchedula quaeunis transpofi-
ta, integram iftam operationem vnius permutatio-
pis nomine indico. Tale eft argumentum, quod
nunc difcutiendum mihi propofui : potuifict quidem
generalius proponi , fumendo numeros fchedularum
primitinos in diuerfis vrnis vtcunque inaequales eas-
que vel ab ipfo injtio qualitercunque permixtas ,
at aliquid concinnae breuitati dari pofie putaui.

§. 2. Quamuis obuius fit calculus pro duabus
vrnis eum tamen ob nexum , quem habebit cum
fequentibus , apponam : fint igitur in prima vrna »
fchedulae albae totidemque nigrae, in vrna altera,
erit fecundum notas combinationum atque probabili-
tatum regulas, poft primam permutationem , nu-
merus {chedularum albarum in prima vrna refi-
duarum —#7 -1, poft fecundim permutationeng

"‘—"’-'—’"‘—"—')—i— 1, poft tertiam pefmutationem'

habebltur (s—-l("—" ~+";=*4 1; poft quartam
ona—al |y el ) Sy 1 poﬂ qumtam

ns n
(n—1)(n—2)¢ (u—z)' (a — 2)?
—— + T '
porro ; inde colhgltur fi gencrahter numerus fada- .

rum permutationum fierit r atque ponatur breui-
tatis gratia ~3>=—m fore numerum f{chedularum

b AN §

3 . . i I~
albarum in prima urna reliquarum =_—-—- (-1 }m"™=*

—— R
. e §
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=in(1+m"). De hinc reliquarum fchedularum
dxﬁnbutlo per fe intelligitur.

§. 3. Quia m femper eft vnitate minor. euanefcit
terminus m”, fi » fit numerus admodum magous
atque tunc fic numerus fchedularum albarum in
prima vroa refiduarum fimpliciter —#; flatus is
eft afymptotos , ad quem dum permutationes fiunt,
magie magisque peruenitur , nifi fuerit # vel aequalis
vonitati vel binario ; etenim fi vnica fchedula alba
vronae primae et vnica nigra vrnae alteri indita
fierit , fit m — — t alternisque vicibus vel nully-
~el vna fchedula alba in vrna erit locata, quando
quidem formula -noftra abit in (14 (—1)");
fi vero fuerit m — 2 fit m — o formulaque indicat
vnitatera feu valorem medium fiue probabilem inter
fingulos valores poffibiles. Haec non vrgebo; aliud
eft quod potifimum intendo ncmpe vt inquiratur
quid faturem fit , cum ipfe fimul pumerus fchedu-
larum permagnus eft ita vt pro infinito veluti
haberi poflit, nec enim tum. ampliué ngmerus m”
pegligi poteft, nifi r fit veluti infinities maior
vel ipfo numero #: Hac fiGta fuppofitione incidimus
in argumentum , quod folo cajculo infinitefimald
breuiter expediri pofle , nulla combinationum: habita
ratione, oftendi in Commentariorum volumine XII.
Igitur confcnfum vtrivsque methodi , vt mnove
argumento manifeftarem , animum induxi, prae~
fstim com  hanc eandem methodum  infinitefi-
» A3 malem



6  DISQVISITIONES ANALYTICAE.

malem in fequentibus , quae magis erunt abfirufa ;
pariter adhibere conftitui ; Nunc in viam redeo.

§ 4. Quod fi proinde numerus 7 pro in-
finito habeatur , erit = pari- jure veluti infinite
paruus , quem vocabo « fietque m — 1 —a; ergo
formula noftra ! n ( x 4 m") numerum {chedularum:
albarum in prima vrna refiduarum exprimens dabit

r$as

In(r—4(r-a)): Eft vero(1—a)" =1 ~rat NS

) ¢ at . . . . . .
~t-im=., — €tc. quae feries aequalis eft fimpliciter ¢ —"*
1 1 . '
vel = P :‘_:___-;.; vbi litera ¢ denotat numerum ,
n

cuins logarithmus hyperbolicus vnitas eft, aut pro-
xime numerum 2, 7 -18. Igitur fi numerus quae-
fitus {chedularum albarum poft r permutationes
in prima vrna refiduarum indicetur per x , habebitur

L]

I
x=I!n(1 4+ —5
'y

§. 5. Jam wvero quaeritur quemadmodum
~ ilem valor altera methodo inueniri queat, confide-
rando nempe duantitates x et ¢ tanquam , fluentes,
quod vtique fieri poteft, quamdiu vnitas pro valde
parua refpe@u numeri {chedularum in vrna refidua-
rum haberi poteft: Hoc ita pofito haud difficulter
apparet fore d x —=2dr 4 "=%dr, vbi primum
membrum debetur fchedulae extra&ae : alterum im-
miffac. Inde habetur ;::,.:"f ~ vellog ’—.——”":;;;'
_ J v
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-2P

| el 12=t—¢ % ynde protinus fitx— n(x+ ):

_ plane ve antea.h'abuimns, ' .

~ §. 6. Sunt itaque huivscemodi quaeftiones folu- -

tu multo faciliores, cam numerus fchedularum cea
infinitus haberi potcﬁ quin fere totam fuam in-
dolem mutant et vix‘adhuc in cenfum probabilium
. referendae videntur , etiamfi folutionem alteram ex
meris princfpiis artis coniectandi dedoxerim ; per-

fpicaum enim eft, pofteriorem. noftram folutionem

plane eandem (o:e, fi duo ﬁ!pponamur vafa duobus
©_canaliculis inter fé commuaicantia , per quas perpe-
tua fiat transuafatio duorum fluidorum in ambobus
- yafis contentorum et protmus perfeéte permnfcibx-
liom , fique lex permixtionis pro quouis temporis
puu&o quaeratur. Velim autem mnotetur numeros
vel mediocriter magmos fine fenfibili errore pro in-
finitis haberi poffe; fuerit, wverbi gratia, #— 200
et y = 100, dabit formula paragraphi fecundi nu-
merum ﬁ:hedularum albarumr in prima vmma proba-
biliter reliquarum — 136 §, dum hypothefis infinitae
magnitudinis exhibet 136 ;., Imo potuiffént numeri
feligi multo ‘minores, ' -

§ v. Faciem aliam Problema noftrum induit
cum plures quam duas proponimus venas, tres modo
fi foerint, protinus in calculos incidimus fatis perple-

X0s; miratus fum nowam adhibendi calculi indolem
iode-

\
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indeque indicaui latius patere ac putiueram vum
algorithmi infinitefinfalis ‘in- huiasctmodi quaeftioni-
bus’ pertraandis. Prius vero' quam ad: examen de
numero f{chedularum veluti infinito defcendam, folu-
tionem exponam generalem ex principiis vfitatioribus
dedu@Gem - vt - fic quisque perfpiciat, i rem -vlterius
profequi voluerit , viam quam debeat calcare,

§ 8. Sint 1g1tur nunc tres vrnae , quarum
‘prima, ab initio contineat 7 fchedulus albas, altera
totidem - nigras , tertia autem totidem rubras, fup-
ponaturque - poft datum fa&arum permutationum
numerum , fupereﬁ‘e in prima vrua A fchedulss
albas ﬁmulque in vrna fecunda atque tertia mume--
rum fchedularum albarum. effe B et C: Egt autem
perpetuo A 4 B +4-C = n; His ita pofitis quisque
facile videbit fore poft nouam fuperuenientem  per-
mutationem numerum fchedularum in prima , fecunda
atque tertia yrna B tLA L G (n = UBi g0 ()R
vCogmta ‘autem diftributione fchedularum albamm
.cactera. omnia fua fpbnte innotefcunt - erit nempe
aumerus fchedularum nigrarum in vroa prima =C;
;in fecunda — A; in tertia — B atque rubrarum
in vroa prima =B, in vroa fecunda  — C; in
tertia — A ; Igitur de fola diftributione albarum
Jnquiram,  Quia vero; vt.vidimus, ftatus-fequens
ox dato praecedente cognofcitur , flatusque ini-
tnahs datus eft, omnis variatio ab initio vsque ad
,quamlus faé'tam _ permutationem intelligitur. ulTa-
e v bulam

~ess'a

AS
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tulam adiicio, qua progreflio termmorum magis
clucefeit. :

Wume {[Numerus Chedularum albarum , quac probabiliter

xus per{ . eruat in vrna.
sio _ Prima |  Secuoda ' Tertia
o. L : ’ = Q
I — X
R o3
2, |Tx :
}5':—' Jz. ~4- 3 (Rene 1)
8. | AR o nn
(s — "#t“"'} 3 ‘ {n—1)®
4. | =t n Y n
{8 — )5 4= 10 Wriv 1) 1 “2:"‘:2:&' .
*"—"‘ ‘ .
3 u—-n)‘-p—“zoln—'l’-o-- 3 1Y xs(n—u-)‘—b-c(a—d
6. - } 34 . nd . U
BtV Ao ss(Be 1 f- (e "le— P oo ysln e F iy 21 (1 — |)5+u(u—-:)’
5. -, P
8 1) 4 56 (B 1)3 24 38 (A<=t Pa(1) +7o(ﬁ—l)‘+9(!‘-l) s(n— :)i-o- $6(Roma1 ) et
?
n—l)’+'9("—‘)‘+‘4("~'P+'Lln-l)‘+' zﬂn-')’-l-w(n-‘i’ 6y b 136 M1 Yo peplemt
9 | as / nd »
étc. ete. etc.

§ 9. Quicusque animum ad . praemifam ta-
bellam attenderit , hic facile perfpiciet legem pro-
greflionis , quae talis et. Indicetur pumerus fita~
rom permutacionum generaliter littera r, aflumaturque
binomium cuius alterumr membrum ﬁtn—-: alterum
x, iftadque binomium eleuetur ad dignitatem r,
fic ve habeatur ((n—1)-4-1)"; conuertatur dein haec
quantitas in feriem :

(3= 2 <+ 1 P B (g B e, e,
~ Tom.XIV.Nou.Comm. B In
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. Fa ifta ferie , quam. vocabo, generatrice ad-
dantur primus , quartus , feptimus etc. terminus-,.
eorumque fumma diuidatur per n"—', ficque ha-
bebiter numerus fchedularum:in prima vrna; Deinde:
fi addantur fecundus, quintus; oQauus etc, termi-
nus fummaque pariter dinidatur per »"—' habebitur-
numerus fchedularum albarum. in vroa “fecunda ;.
Denique fumma tertiii , fexti, noni etc. termini-
divifa per #"—' dabit namerum fchedularum albarum:
in' tertia vros Vnde 'per fe hquet - pumerum
omnjum fchedularum albarum , vi huins conﬁru&m-‘-

‘nis , effe ‘conftanter —n., prouti natira rei poftulac..

_ ' & 10, Res €0, quo mihi obferuatae ferune:
ordine profero; Jam vero. facile intelligere. potmi-

' ex praecedente paragrapho, quotcunque fuerint vroae,, -

pracfinm feriem generatricem femper. eandemr per=

- gyTNANELE - pmmum autem- €ius terminum  pertinere:

»3d primam vrnam , fecundum terminum ad fecun-

,sdam - yrnany tertium. ad tertiam et fic porro:

donec petuéntum fierit -ad venam-vitimam , tumgque:
terminos fequentes- eodem erdine iterum tribuendos:
‘effe vrnae primde, fedithdae etc. donec fecunda perio-
-dus finita fuerit , quo fata’ tertia inecipit periodus-

* Jdncipiendo iterum ab vrna prima’ et fic deinceps,

~vsque: dunt omnes feriei termini- faerint exhaufti
Erunt porro finguli termini dividendi per n"~';
hoc- fato indicabit. ﬁrmma omnium terminorum ad.

eandemu
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candem wvrnam pertinentium numerum omnium
fchedularum slbarum in ¢ifta +vrna cortentarum:
Et’ haec eft folutio generalis problematls noftri
;paragrapho primo expofiti.

§ 11. Videamus nunc an ifta folutio generalis
confentiat cum folutione . quam dedimus pro
-duabus vrnis in fine §. 2. vbi vidimus efle numerum
fchedularum albarum in prima Vrna contentarum

=in(x+m) vel =in nam ibi
‘breuitatis  gratia pofueramus m = —J—T—’ ; Praefens
vero folutio generalis dat numerum fchedularum alba-
(n—1) | r(r=1)(n—1)"*
FUM 0 prima ¥ena =~ —
r(r—1)(r—2)(r— 3-)(71- x)r__‘—l_ .

3. 2. 8. 4 .0 "

eportet igitur- vt pracﬁ‘tta feries indefinita fit
aequalis ta( 1 4 ), Vt ifta aequalitas appa-
xeat , confidexabimus pmeﬁtam quantititem fub hac

n- "4+ ((n-1'+1
altera forma gu(((2==2)"4+- 1) fine ( 1) )2 =y + )
Nunc vero fi ambo numeratoris binomia in feriem

Fndefinitam -comuertantar fiet vt termini plane-iidem
_.alternatim vel duplicentur vel deftruantur ficque
ipfiimam folutionis gencralis formam exhibeant.

At pro cafu hoc particulari praefcrenda vtique eft
.;sxpreﬁie paragraphi fecundi cecu longe compendiofiar.
B2 Si
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Si wnica ¢onfideraretur wroa, permancret vti-
que in illa idem conftanter numeris fchedularum
albarum , quod ipfum pariter folutio generalis indicae.

§. 12, Iam propius ad id accedo, quod potiffi-
aum conftitutum - habebam nempe vt pro tribus
vrais oftenderem quemadmodum iftud negotium ope
gcalculi infinitefimalis confici poflit, i quampluri-
mae fint fchedulae faepiusque permutationes fuerint
xepetitae  ita vt numeri 7 et r wveloti infiniti
cenferi poffint , cuiusmodi examen fecimus pro dua-
bus vrnis §. §. 4 et 5, hanc difquifitionem vtraque
methodo , analyfi nempe communi atque infinitefi-
mali faciam , vt rurfus confenfus inter vtrumgque
elucefcat.

Si ftatim fermo fit de vrna prima, habebie
mus , vi paragraphi noni, numerum fchedularum
albarum in illa contentarum, mutata tantifger forma
neglectisque  terminis  negligendis ita expreffum

rs ré
'"1( 1 _;)r( I+a.z.suf+x.zuh§-ﬁ6u‘ +CIC- )

ER vero per paragraphum qﬁartum quantitas

r : . ~
(-3 )":cg y Quae proin quantitas fubflitui
. n .

poteft ; poftmodum pari methodo definiri poteft
wumerus fchedularum albarum in vrna fecunda -ac
denique




DE NOVO PROBELM. CONIECTVRALL 13

denique in' tertia, hoc medo iouepimus numeram
fchedularum albarum.

In vrMI = T(I+4 u;n3+l 1~345 +etc )
_ 2 +etc.-).
In vrna lI-:cZ(T 1o 2¢ 34.n“+l.z-:u.5.:. °
Yy .

Io vima III.._ ,-( T ;,,+,,,,,,,,,,;;+, — T tetc.).

Hic fupere® vt et in hifte formulis fatorem
pofteriorem , feric infinita ‘expreffum , ad quantita-
tem terminis finitis circumfcriptam reducere tentemus
qua quidem in re non memini’, quid.ab aliis iam
pracfitum fuerit: quicqaid id fit, haud abs re mea
fore puto, fi omnia fimul confpe&m exponam.

§. x3. Ina?xam a - prima ferie infinita
3+.,,u;+,,,“,6“6+etc cuius fumma S
guaeritar , atque fic habebimus. '

76
I+3o2‘3¢‘+103‘ +etc-s

4o 50540

Huius aequationis fumatur differentiale tor-

tii ordinis ponendo clementum dr conftans et

confiderando quaptitatem £ tanquam fluengem ;
fic recurremus ad ipfam {eriem propofitam ,
" B 3 mul-
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multiplicatam per A ) promdeque habebimus,
sd r’ — d S.

Completa hnigs pequationis integratio me-
«effario tres continebit quantitates conftantes, e-

quidem facile apparet affumi poffe aequationem
mr

S—ac™, fi ponatur m" —1x: habebit fic m tres
radices , nempe m-—x, m=(—1+4V—-3): 2
etm__(—x—V 3): 2, qua proptcr nunc aflumere

poffumus aequationem S — a ¢@ +{30 —1+V-3)"

e ("‘I V- 3) , quae fic tribus gaudet quan-

titatibus conﬁannbus arburariis o, (3 et o, quarum
ope fingulis circumftantiis fatisfieri poteft, quae in
eo confiftunt , quod numerus fchcdularum initialis |
in quaunis vrna arbitrarius eft, fi quaeftio genemhfﬁ-h
ma proponater ; vande liquet argumentum noftrum, -
fi wel decem ponerentur vrpac non nifi aequatione
differentiali decimi ordinis refte explicari. pofle ,
quae tamen femper jintegram admittet integrationem,
Notum autem eft , quantitates exponentiales ima-

ginarias in " finus et cofinus conterti pofle; eft
rv-s —rv-3

feilicet 6 —fin. ZX2et ¢ n = cos- LYt atque

his falis fubﬁltutxombus obtinebimus ‘1equanoncm

meris terminis realibus expreffam , nempe

S=
=
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-r

—xch A / ¢1% COs, TYS
S__GC -+~‘1&‘zn fin. T = Y ¢*™ COS, e

Tam- alind non -fupgmﬁ quam- vt detérminen;_-
sur quantitates conftantes &, (3 et v :'id vero ex- -
jnde petendom ef , quod fatto r —o fieri debeat -

S—1, dS=o, atque ddS=o hinc fequuur effe ¢ 4y =15

Bvs Y Vi oY
deinde &4 5 — = =0 aque 5 — 5% m-°» :

‘Ex hifce aequationibus deducitur @ e=3; B=

et.y —1}, ficque- fit" ' "
r - )

S =i 43cre cofin; X

Awque ifte valor, termimis- finitis fimulque

wealibus expreffus, pote(t fub@itwi feriei . in infinitum

76
eontinuatae 1 -\~ ;5557 -+ e as + etc. fit ver-
bi gratia "Y1 = quadranti circuli cuius radium
\

27
vnitas exprimit = w = proxime 1, fiet S=i¢¥%"
Haec ad vinam primam. -

Simili plane modo determinatur valor feriei
fecundae quae pertinet ad  vrpam  fecundam; ifte
“quippe valor eadem exprimitur aequatione generali
cum hoc folo difcrimine quod coefficientes a, 3 ety
nunc alium acquirvat valorem:, quandoquidem fa&t®d
¥ — 0 fieri debet ifta fecunda feries — o five, £
feries indicetur per S/, oportet fit S'=— oy tum
ﬁ =3 aque 4i¥ — o, vide a+ p=o;
. a
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‘¢+33V3-§'y:::1 etda=1BVg3—iy=~o

atque fic fit d=}; B =2 ef y=—12; Igitur
r L)

r -— .
§ =367 A oTE fn T o T eos, EXL,

Denique fi fumthamn feriei ad tértiam vroami
pettificntis indicemus per S#, reperiemus pauculis
mutatis iisque , plase obuiis,

— -

S’I/.::ft'%-;'-;c?? fin. 2%% — Jo7n 005, TV
§. 14, Quod fi nuac in paragrapho 12. in=
ventos modo valorés locd ferierum fubftitusmus
inveniemus numecrum fchedularum albarum pro fim-
gulis vrnis , nempe.

To Veoa peimia’ 253 nig§ ks e cos. LY

et i

S . —r

In vma fecunda =j}»n - 736 ¢ . SinElp gw
' rvs
Cof X2

*

——gr . -—r

In wma tertia —jp— 2. ¢ 3w Sjn sl 8 T
rvYs-
A COl: an *

Deinde fchedulae nigrae fe habebunt in vrna fecum:
da, tertia atque prima fimulque fchedule rubme
in vroa tertia prima et fecunda, quernadmodum
wlae albae fe habent ia vrna prima , fectinda et
tertia , fic vt omnes' ¢t fingule fchedularum diftri-
butiones in fingulis wrnis , fecundum regulas pro-
babilitatis nuac fiat exacte dctérm‘inataq.prq‘, hypc-
thefi
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thefi quod numeri 7 et # ita fint magoi, vt vér
luti pro iofinitis haberi queant.. I1ftaque omnis
terminis fipitis exprimuptur , qpae antea pon aliter
quam per feries indefinitas determinati potcrapt.
Notetur porso velim , ompig ¢t fingula ex pringir
piis artis coniectandi communi analyfi fuife dedp-
Qa; etenim quac §. 13. ditta funt non tam ¢b
rem jplam , quam in gratiam calculi commodioris
maiorisque ¢dncionitatis expofui, tum etiam vt or
tabili oftenderem exemplo infignem .confenfym intgr
methodos communes ¢t nquam methodum , quem
iam pafim pro huiuscemodi guaeftionibns. . adhibui
folis calculis infinitefumalibus vius: fateor equidem
et novam iftam methodum fuas: babcre fpings trie
casque ; at, ni faljor, tapto melius fcopo noftrq
refpondebit {uaque praeftantia fimul ac nouitate erit
commendabilis.  Cacterum ipfa ifta methodus requi-
rit vt numeri met r permagni fint , quod idem, ig
poftrems tribus paragraphis vsque fuppofuimus.

§. 15. Sit itaque, retentis denominationibug
caeteris , numerus: fchedelarnm  albarum - §n “vrna
prima —ux ct in vrna fecunda —=y; fic erit nu<
merus ifte pro vrna tertia —m-y—y; fi punc
quantitates x, y, et r tanquam fluenies - confidepes
mus , erit da="=2dr—-2"2"2ar, whioopring
membrum debetur extradioni ex wrna prima, alte4
Tum transporationi ex vrna tertia in primam; vn-
de dr= "‘”_y ; fimiliter eritdy = -2 4 24T vel

n-—z}:

Tom. X1V.Nou.Comm. C dr
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—tdy de — dy —
dr=7-2%, vade 2 =% vel xdx —ydx

—ndy—2xdy—ydy: haec aequatio paullo fiet
ﬁmphclot fi ponatur ¥ =in4p et y—in—gq , fic
enim fit 2pdg—qdq—pdp-+gdp. Haec aequatio
ob permixtionem indeterminatarum’, cum nondum
integrari poflit, ponam ¢—¢p awque dq—=rdp+pds;

fic fiet, fi calculus re®e pomtur 2= 1=%-d¢,

'quae pofterior aequatio ita eft mtegranda vt ab
initio fitx—n et y =o, vel vt fit p—j}n et t=%;
integrata autem aequatione habebitur relatio inter
p et ¢, indeque deducetur relatio inter x et y ita
vt y per x determinari queat, quo demum fa&o
recurrendum erit ad aequationem elementarem
d r = 24X eiusque integratio tentanda, Vt fic ha-
beatur relatxo inter # et x.- At vero ifta metho-
_dus, quae prima fe offert, fit nimium complexa
atque plane inutilis ; igitur aham viam inire coaGus
rem 1ta fum aggreflus.

-~

Supra obtinuimus ‘!it. = 1=:_dt vma cum

hac altera aequatione 4f = 1%, quae fakis con-
gruenter’ fubﬁltnnombus quas affumfimus , dat £¥-
= ;-_-_i:-}:;: vtraque aequatio iam integrari poteft
atque fic determinari valor quantitatis p aeque ac
valor quantitatis ¢ per fun&iones quantitatis r; to-

tum negotium commodiflime fic abfoluetur.

Pona-
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; . 1ds
Ponatur #=s-}-; tuncque obtinebitur ";3 =3 z_

d
2

2+
] .m-'

sds | dr —ds
iy fimulque PRy Binc

sds L . ) 3
— T3 cuius integralis eft log.;n___ -

i
tog. g_—r—!

@@__
> =

i

vel

,—:r‘ .
__anc ‘:_____
P= 3V (1-4i3s3)",
’I'orro aequati ar —— ds_ dat '— = > arc. tang
n TS S 1 - 2 )

= five = = A arc, fecant.'Vx-—}-,:.r, quae fi in-

vz .
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s - DISQVISITIONES ANALYTICAE

Quid -denique pofuimus fupra x =yn-{-p et y =z
—g=i8=¢p, oportebit valores inuentos quantita-
tum p et § fubﬁuuete, ficque  ioueniemus numeros
quacfitos * ct y, qui denomant numeros fchedula—
rum albarem in vrna prima atque fecunda contén-
@arum ; qui ambo fi a numero # fubtrahantu? ba—
Bebitdr numerus fchedularum albarum in vrma ter-
tia. His omnibus ita factis, obtinemus' pumerum
fchedularum albarum

—sr !

In vrna prima —3s-+3n.¢ =%, Cofarc.2vx

LL=ar . & -
In vroa fecunda —3n+ . ¢ o .Sin. arc. '-——3.0 @,

- - : - Coﬁarc.'—-"’.
R 3
‘ —3r. g
In vroa tcttm =pn—FE.¢ T, Sit, arc.'_‘ii—.cn
-h
Cof ar"""

Atque iftae ﬁ)rmnhe plane funt ‘ededem cum iis
quas §. 14. expofuimus, nec id taatum valore fuo
fed et ipfa expreffione ; notabilis mihj vifus eft con-
fenfus ‘notram_ inter methodum meam aleramque
principi;s familiaribus fuperinftrattam.

§. 16. Paucula fuperaddam de argumenti pro-
prictatibus ; et prlmo ‘quidem ftatim .apparet totam
fyflema vergere in flatum permaneatem eumque
a(ymfptdton >, quem demum poft permutationes nu-
mero infinitas attingat ; ‘tum vero {chedulae omnes
fingulis in vrnis acquis partibus funt permixtae ;
PR C oo nec

-
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mec id prosidere difficile erat; verum modus que
contine fit ad ftatern permanentem aceceffus, mihj
plane fuit improuifus ; {cilicet fufpicabar fore vt
numeras {chedularum albarum in vroa prima inde-
finenter decrefceret, in fecunda et tertia viciim
increfceret § nunc autem video imfinitas fieri in
quauis. vrna virra citraque flatum, qui permanens
erit ’ tranfitiones variacionesque motu vndulatorio
vontinuo decref-ente , diminui tandemque euanefcera,
Notari aatem merentur formulae analyticae quibus
huiuscemodi acceffus receflusque eorundemque per-
petuac diminutiones indicantur : acceflus receflusque
natoram fequuntur finuum atque ‘cofinuum eorums-

que diminutiones debentur communi faRori expo-
-3t
neatiali ¢ #v. Hoiuvsmodi antém expreffiones in

variis guaeRionibus phyfico - meéchanicis , vel fattem
fmiles , aliquoties ‘me obtinviffe memdini.” Inquira-
mus nunc in Cafus praecipuos. '

¢. 1. Confiderabimus primo ommes itlos Ca-
fus quibus Cof arc.”Y:=—oc, id eft, quibus ZLr
eft vel aequalis quadrantl circuli, cuius radius vni-
tas eft, wvel triplo aut quintuplo aut fepruplo etc,
quadranti.  Sit fcilicet quadrans iftius circuli = ¢ fa-
ciamusque *¥*'—qg vel =34 vel =59 vel —7getc.
adeoque fuccefive T =21 fiue =7 five =24
five 9 etc. la omnibus iftis cafibus, numero m-'

ﬂmds, fit Cof are. “%¥ = o et Swn. -Arc. 22 = x-
Cs3 adeo-
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adeoque numerus fchedularum albarum in prima
vroa —3m; verum in vrna fecunda erit numerus

~—qvs el UAA
ifte fucceflive —3n4-~ ¢ vel in+ ¢
—5q¥s —749Vs ' ’
el m4-Lc - vel - etc. Deni-

que fi omnes iftas quantitates exponentiales accipia-
mus negative habebimus fuccefliue numeros fchedu-
larum albarum in vroa tertia  Sit, verbi gratia ’
#—3000 ponamusque ¢=—3' et ¢—2,418, erit
poft primas 5443 permutationes numerus fchedula-
rum albarum in vroa prima — o000, in vrna fe-
cunda —1146 et in vrna tertia = 854: tum f
10886 nouae fuperueniant permutationes, confimi-
les numeri fient 1000, 10031, €t 999. Igituriam
omnia ad ftatum permanentem erunt proxime re-
du@ta.  Exinde apparet, qui fiat vt flatus perma-
nens non fit, etiamfi numerus fchedularum albarum
in vrna prima fuerit ad trientem redu@us; etenim
cum prima vice id euenit, erit numerus f{chedula-
rum nigrarum in eadem vrna prima = 854 et
numerus fchedularum rubrarum — 1146, igitur
ftatus permanens effe nequit. .

§. 18. Quod fi nunc fcire cupiamus numerum
permutationum r, poft quem numerus fchedularum
albarum prima vice in fecunda vrna fuerit ad trien-

. - 3T
tem reductus, oportebit ambos terminos 7506 28
- T

Sin. arc. X2 — §. ¢ 2%, Cof: arc. Z¥: facere —o, haec
autem
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sutem conditio obtinetur cum fit agc. LY —1ig

32 =
five - =535, qui pumerus tertiam tantum par-
tem efficit eius qui pro vrna prima requirebatur ;
eft enim inter 1814 et 1815. - Simili modo haec
quacftio determinatur °‘pro tertia vrna, vbi nunc

10

erit - = =1 fiue quinquies maior quam pro vrana
fecunda adeoque r— proxime 9072.

Quoties autem numerus {chedularum albarum
fit — yn, in quacunque vrnaid contingat, tum ab
ifto valore iterum recedit modo in vynam modo in
alteram partem poftmodumque iterum accedit hique
receffus alicubi maximi fiunt pro quauis periodo ; poft
Primam tamen periodum tantum non toti euanefcunt,

§. 19. Denique inquiramus, quisnam futurus
fit fecundum leges probabilitatum , pro quanis vrns
minimus maximusue f{chedularum cuiusuis coloris
gumerus , qui voquam praefumi debeat et quotnam
permutationes requirantur vt eo perueniatur.  In-
cipiam a fchedulis albis in vrna prima duo autem
funt modi, quibus maxima ifta vel minima defi-
giri poffunt ; alter in hoc .pofitus eft, vt differen-
tiale numeri fchedularum fiac — o, alter vt nume-
rus ifte in vrra-prima fiat"aequalis numero in vr-
na tertia, tunc enim extraio ex vrna prima fit
aequalis transpofitioni ex. vroa tertia in primam
vterque modus eodem recidit, quod iplum formu-
las noftras tanto magis confirmat. Sic intelligimus

g fore
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fore Cof. ace. ZX-2 — =2 Sin.arc. X2 vel tang. are,
v ng
Iv:—-V3; quones huic fatisfit conditioni , fatis-

z2A

fieri autem poteft modis infinitis, obtinetur mini~
mum aliquod maximumue, primum sautem erit
inter minima minimum At tangens —-1/3 indicat
arcum 120°, eft igitur ZX —4 g fi ;::” 7,
hinc r = 7257; erga poft 72597 permutationes nu-
merus f{chedularum albarum in vrna prima fit ,
quantum vnquam fieri poteft, minimus defcendit-
gue a numero initiali 3000 ad 953, tumque ite-~
rum increfcit fed parum vitra 1000 rurfusque de-
crefcit fed viX infra ra@oo defcendit: quoniam au-
tem in his cafibus numeri fchedularum albarum jn
vyrna prima et tertia iidem funt, habebimus paricer
poft 7257 permutationes in vrna tertia 953 fche-
dulas albas adeoque in vrna fecunda 1094,  Sic
poft easdem 97257 permutationes erunt in vrna fe-
cunda 953 fchedulae nigrae, in tertia 1094 et in
pnma rurfus 953; denique erunt {imul in -vena
tertia 953 Ichedulae rubrae , in prima 1094 et inp
fccunda 953; hoc -modo fingulae fchedulae pro qua-
¥is vrna determinantur pro cafu quo {chedulae . al-
bae in vrna prima ad minimum fuerint redutae

numerum.

§. 20. Sed et porro calculo noftro fubiiciar
mus, ad quem numerum maXimum affurgere pos-
fint fchedulae albae in vrna fecunda atque tertia et

quot permutationcs requirantur vt id.eucniat. Pyr
: tet
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tet autem pro Vvrna fecunda fatisfaciendpm efle huijc
aequationi Cof. arc. Z¥-2 — L Sin. arc, Y2, fiue tang,
arc, Z¥ :=—7V 3; hinc !-zl,"-’-’q aut — L‘};:x 210;°
hinc r — 3630 tuncque fit numerus fchedularum
albarum in vrna fecunda — 13163, qui proin nu-
merus maximus- eft, ad .quem {chedulae albae in
vroa fecunda affurgere poffunt idque obtinetur poft
3630 permutationes eoque tempore VIna prima
. pariter continebit 1163 -fchedulas- albas , - tertia vero
vroa nonnifi 674. . Denique numerus fchedularum
albarum maximus ﬁt in .vraa tertia , quando poni-
. tur r,:u_s — 2 q five r = 10890 atque tunc nume-
rus ifte fit 1004 qui fimul valet pro vrna fecnnda

>

Quaec momenta praecipua pro - fchedulis albns,
qllata funt, haec fola trapspofitione vrnarum adi
fchedulas nigras rubrasque applicari poterunt. Te-.
nue erat per fe argumentum variis tamen, ni fals
lor , titulis vtile , potifimum autem fcopu quem:
habui , accommodum, : v

Tom. XIV. Non. Comm, D MEN-
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MENSVRA SORTIS

AD FORTVITAM SVCCESSIONEM RERVM

NATVRALITER CONTINGENTIVM
APPLICATA.

Auctore

DANIELE BERNOVLLL

'96 . X

Quicuqque varias attentius examinaverit tabulss
anthropologicas immenfo labote congeftas , fa-
cile ; ex magoo ebferaarionum numero ;, plures per-
fpexerit natorac. logés mec pracuifas nec - exfpeGtatas:
idemque dixerim de inmumeris rebus aliis, fi modo
pari induftria exploratae fimulque pro diverfo re-
. rum circumftantivm afpe@u ordinatae fuerint. Duo
funt , quae in huiusmodi disquifitionibus notanda
weniunt ; fcilicet euentus fortuiti , quos forti adfcri-
bimus, et leges ipfi forti praefcriptac ex magno
euentuum numero diiudicandae ; innumera cum fint
argumenta , quae huc pertinent vnicum allegabo
exemplunt arque id Tpfim Teligam quod iftis anfam
dedit obferuatiunculis. Cum varias iterum infpice-
rem tabulas anthropologicas argumento inftiti quod
de proportione agit, qua nati in vtrnmque dini-
duntur fexum, prolem autem mafculam pracualere
nunc
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aunc Voo ore fitentur omnes; id phaédomeni: el
mera - contigit forte: quamuis fua ndtura aeque ad
vtrumque fexum proclini - vel..aliqua "erit -in ipfa
fortg modificatio, qua proclinior redditur ad’ fexum
mafcalinum quam ad alterum plane vt fars .ip
proiectione duarum alearam po ta proclivjor dicig
tur ad pumerum feptenarium ‘quam ad _fenarium,
iftam vero ambiguitatem longe melius exphcablt
qui gradum probabxhtans pro quouis eventu prms
determinauerit ; hunc vt in me fuﬁzlperem laborem,
pon  haefitaui ; .vtgamque disquiram -hypothefin £
Deus vivam ac yires concefleyic numerosque -emer-
gentes ad tabulas quae proftant applicabo. .In. prae-
fentia rerum primam percurram hypothefin, qna
patura .ad .vtriggue GXus. fo;matmem aeque facms
stque prona {ypponitur. |
§. 2. Fuerit numgrus putuum sanbornm
—2N, quem fic -parem facio- vt idem effe pofijt
numervs de .Vtrogue - @Xn: quaeritur -quanta fit
probabilitas , vt numerus puerorum..datum fen praee
fcriptum obtineat valorem ; fit numerus ifte — m;
indicatur autem - probabilitas alicuius rei feactione
cuius numerator eam habeat  rationem ad denomi-
natorem vyt numrerus cafuum favorabilium ad nume-
xam - cafunm omnium, fi aequali fac¢ilicate cafus
- finguli contingant ; hoc fenfu maxima, quae haberi
potelt , probabilitas vaitate- exprimitur eaque res
certas , -quae non poffunt non contingere ,” indicat.
D2 Facile
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Facile autem ex theoria combimtiedum colligitur ,
- fore quaefitam probabilitatem — . :

st (GN—1). (sN—2). 40 s .(zﬂ-m+x).tzN—qn+5).(;N—m+x) .
§e3 o looouoc..(m—s). (m'-.‘)"’ m . ‘2.

vbi tam in numeratore ‘quam denominatore fractio=
nis fndefinitac tot fiine fa@ores accipiendi quot funt
voitates m m. Si vero proponatur cafus m= o,
muo fcilicet finguli pirtus puellam dediffe fingun-
tur, per fe liquet fore tunc probabilitatem — =

23
atque adeo longe minimam fi vel mediocris fuerif
ennuus partuum namerus. Crefcente  numero m jns
crefcit- probabilitas atque maxima fit in medio, vbi
fupponitur m — N idemque adeo infantum vtrius-
que fexus numerus eft; vitra medium probabilitas
decrefcit fic Vvt pro aequalibus a medio diftantiis
aequalis fit probabilitas, quod notum eft ex naturi
wnciarum- in binomio ad potentism 2 N eleuato ,
quas "ipfa noftra formula paragraphi fecundi fiftie
fuccefiue fi numerus m inflar numerorum natura-
lium progrediatur. : '

§. 3. De cafu, cuins modo mentionem feci-
mus , aequalitatis inter vtrumgque fexum plura oc-
curruat notanda : faciamus igitur pro ifto cafu m=N
atque fic formula noftra generalis in praccedente
paragrapho expofita talis erit

N ‘(2&;“)0 (2N=2)eees oo Ne3) o (Na2) s (Nget)
1. ¢

YR

F oboo 00 o (N=z)s(Newes) o (N) a:N
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Sic igitat pro paucioribus partubus maxima ifta

probabilitas facile determinatur; quo maior autem
eorum ecft numerus tanto difficilius -atque rarius
continget vt fexu fuo in duas :dinidantur claffcs
praccife aequales ; verumtamen probabilitas applicata
ad numerum partuum crefcit crefcente numero N,
quod .de‘nde demonftrabimus : hinc fiet vt inaequa-
litas. inter vtrumque fexum , divif2a per. .numerum
partuum , probabiliter decrefcat , quod pariter di-
cendum’ eft de omnibus obferuationibus, cuiuscunque

fint ge tibus :  omnes 1n
hoc co n praclumendam
effe at itutis obferuatio-
nibus « ‘mam , fecundum
quam | iribus diminuan-
tur a 1 no adhuc quod
fciam ¢

:cedente paragra-

pho ¢ at ineuitabili ine
ctommao ifuperabilem , fi
magnus (afcendit autem

Parifiis atque Londini propemodum ad viginti mil-
lia) etiamfi tabulae logarithmorum in auxilium voe
centur ; at de huiusmodi exemplis plerumque fer-
mo eft eorumque potifimum curiofus fimulque -
enormitate calculi abfterritus viagm quaefini compen-
diariam , quam paullo curatius defcribam , quoniam
in plarimis aliis argumentis conducibilis eft. :

D3 Pri-
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. Primum expreffionem analyticam atque inde-
finitam paragraphi praecedentis in- aliam tranftuli
formam concinniorem fimulque inftituto noftro ma~
gis accommedam , nempe hanc

Nees5 2Newsz' sN-
]x;x x'ooooon:u_‘,xzn.—,:x’_.(nto
vbi tot funt ordine .fuo fa&tores accipiendi quot
funt vnitates in N, id eft, in numero partuum .di~
midiato. - Praemiffa bac transformatione rem - porro
ita fum aggreflus,

§. 5. Ponatur, pro numero fattorum N, pro-
du&tum ex omnibus faGoribus —¢ pofteaque nouum
fuperuenire putemus facttorem , ponendo fCilicet
N + 1 loco numeri N; fic fiet nouum produttum
pro (N + 1) facoribus :”;I: 1=9— s
Quoties jgitur numerus N vnitate augetur , toties
produtum ¢ diminuitur quantitate —L—: iftud
vero decrementum valde paruum eft , quando nu-
merus N permagous afflumitur; hinc erit proxime

Lot : - M : i —!d—q-———-—-dN ]
,—dg:d@N = l-:1; vnde oritur = el

Et hac aequatione differentiali, poftquam integrats
fuerit vti licebit ad determinandum -valorem ¢ pro
dato numero N, fi modo aliquot factores initiales
in formula praecedeuus paragraphi fuerint au in-
.ter fe multiplicati ; attamen, maioris accurationis
caufa lubet alteram, veluti fecundi ordinis, fuper-
addere correéhunculam igitur notetur valorem 13

deductum fuiffe ex mutatione quae oritur fi loco N
: pons-
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r N - 13 potuiffer suteth pari jure ex mu-
tatione’ deduci quae fit cam loco N ponitur, N—1
atque tunc ebtinétur aequatio differentialis paulolum
diuerfa , nempe —q“' — 4% : hinc rede concludi-

tar , accuratioretn fore. aequationem ditferentialem
G denomingtor miedius accipiatur inter 2 N2 et
2 N— 1 fiue aequalis dimidiac fummae eorum, id
eft , 2 N 4! vtemur ergo aequatione differentiali
accuratiori et fupra expedtationem fatisfaciente

dg__dN_
g 2N~

Integratio iftius aequationis ita eft inftituenda vt,
mediante quantitate aliqua conftante addenda, vnico
fatisfiat cafiii; quo plures autem habuerit factores
jnitiales , €0 accuratior erit formula pro tot facto-
ribus confequentibus quot libuerit; ponamus igitur ,
quod pofito numero faGorum initialium —f, pro-
doGum emergens fit — A; habebitur ab integratio-
ne oracfatae formulae differentialis :

A e N 4
log.-é-__;log. ___—zf—{—; , fine

Ayt

7= 4N +1

. §. 6. Pracftantia praefatac methodi magis elu-

cefcet i exemplum affumatur cuius valor per fe
pateat.

~
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pateat. Proponatur formula indefinita , praecedentx
fimillima , nempe '

‘xix;xjtobicto.gE'%x'N—_;" xﬁ_:-l
cuius valor manifefto eft :r‘_’_—.: videamus autem

quid nona methodus indicet; fit rurfus produ&um.

ex omnibus fa&oribus — ¢ ; fi vero nouus fuperue-
M H N 1 — o
niat faor, erit produdum ST g—g— L
vode nunc oritur —dg¢:dN = 1_: 1 five — %1
—+13 9

= 8% Quod fi e contrario vltimus faktor refe-

cetur , fiet —29 == <¥: ergo affumto rurfus deno-

minatore med:o faciemus — 21 = IR cpjus in-
tegralis , retenta fignificatione htcrarum fet A an-

tea adhibitarum , erit log = log. ""': fiue
—-—f—" ] . -
=¥ A; atl vero in ifto exemploeﬁA f+
eft igitur fimpliciter atque generaliter ¢ = m

fic vt methodus, in hoc quidem exemplo, exa&e in-
dicet quod res eft. Plura alia hac de re adiici
poflent , fi id infticuti noftri ratio permitteret.

§. 7. Quicunque fimplicem aequationem in
fine paragraphi quinti expofitam ad exempla qualia-
cunque applicare volet , aberrationem certe vix
fenfibilem deprehendet. Quo maiorem autem facto-
- rum initialium numerum , indicatum per f, acu
multiplicauerit atque numerum A determinauerit,
eo accuratius quaefitum produétum ¢ pro integro
fatorum numero N inueniet. Exemplum allegabo

iphi
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Ipfi methodo quam maxime inimicum; ponam
fimpliciter f— 2 fic erit A —ix3—3 atque fiet
§ = Ti=== ponatur porro fimpliciter N—5 at-
que fic erit 4 = &. Eft autem verum productum
Ix2xix]kdxl= X%, quod ab altero vix differt;
at multo accuratius refpondebit formula noftra, fi
numero f maiori fuperinftruatur ‘computus ; ponam
jgitur f= 12 atque adeo V(4f-1)=7; fic fiet
produtum ex duodecim fgé}orxbusﬁxmtmhbus five
A= % ; vode AY (4f41) =522 —1,12826;
adeoque. pro affarto - numero f =12, prodit
g =yt t atque ifto valore , qualiscunque_fuerit
pnumerus N, absque vilo plane fenfibili errore. vwti
licebit. ‘

§. 8. Intelligitur. ex formula generali §. 2.
£ maiusculus faerit partuum anpuorum pumerus,
probabilitatem fere nullam ‘effe circa initium et fi-
mem atque maximam fieri circa mediam etiamfi
et tunc pro quouis cafu fpeciali parua admodum
fit: Nunc autem porro intelligitur hanc eandem
probabilitatem decrefcere crefcénte numero partuum
et ita quidem vt fequatur quam proxime rationem
inuerfam fubduplicatam prolis genitae; theorema
iflud calculos, qui prima fronte infuperabiles vide-
bantur , infigniter fublevat: computus enim vnios
exempli protinus indicat caetera omnia: Velim mo-
tetur infuper inquirendam fere vnice efle, quid for-
ti tribui poffit .circa medium , vbi exigua eft inter

Tom.XIV.Nou.Comm, E vtrum-
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virumque exum differentia, cum vix fieri poflig
vt ingequalitas certos transgrediatur limites , quod
ipfa teftatyr experientia , fi variationes, nen inae-
qualitates , confideremus. Haec caufa eft , quod con-
" veniat potius argumentum profequi a medio ver(iis
extremitates quam viciffim.

§. 9. Defcendamus jam ad exemplum; per-
magoum {upponam partuum numerum , qualis quo-
tannis effe folet Parifiis atque Londini; faciam
2 N = 20000 fiue' N == taocoe: pro hoc exemple
queetitue , in hypothefi naturam aequaliter in for-
mationem vtriusque fexus. effe procliuem , quanta
fiv probabilitas vt numerus puelorum fit pmaccife
= 10000. Nemo profecto computum conabitur, ad
ductum formulae paragrapho quarte expofitae, mul-
toque minus ad formulam paragraphi tertii secur-
ret; verum fi formula vtamur in fine paragraphi
feptimj tradita , protinus inuenimus ¢==0, 0056413

fine ¢ — ;%-{ Tali probabilitate gaudet, cui aequa

forte res fuerit cum 176 colluforibus : parunla fpes
eft , minorem tamen aeftimabam ante inftitutum
calculum, Si ;vero in ciuitate mediocri foecunditas
ponatur centies minor, erit per paragraphum prae-
cedentem , pro fimili cuentu expeétatio decies ma-

ior atque adeo proxime — Haec de aequali

177;°
editorun pirtaum in vtrumque exum dinifione.
. . §. 10.
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§. 20.!Permanerd nuhd putetur valor litterae
N et omnerh varfationem tddere in valorem litte-
rae m fine in humerwh puellorim in progenera-
tione annua eomprehenforum: animus filicet eft
variationem probabilitatis inquirere , dum numerus
m fenfim fenfimque, flue. ini ¥nam fise in alteram
partem , recedit ab numero N. Igituf faciam fuc-
cefive m—=N-t1; m==N-A-2; =N+ 3.....
m—N-+p, vbi i indicat numerum quo puelli a
numero N diftane finé ih eXceflli flie in de-

fe&tu, a9 acquali~
ter dec $. 2 et 3
adhibi . N
LE, "“N': N 95
M4=-1)x0 vnde ﬁ)r-
mula g imle , qua
pumeru alis eris
Sy,
Valor 1 . ultipli-
cata efl . .
ﬁtd!m prae-
cedentis 1S ponitur
N =1 aotat valo-
rem lit . ipG re-
fpondentem. ‘- ;
: E 2 1
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1. II. Ly IL
1.[0, 9999 ¢ | ] 26.|0, 9341 ¢
1 2./0,9996 ¢ {{27.]104929% ¢
3.(0,9991 ¢ | |28./0,9239¢
4-{®, 9984 4 | | 29.|0, 9385 ¢
5.10,9+75 ¢ || 30.]0, 9131 ¢
6./0,9964 4 | | 815.{0, 9076 ¢4
] 7.|0s 9951 ¢ | {32 |0, 9019.9
8.0,9936 9 ||33.|0, 8961 ¢|
9:10, 9919 ¢ | | 34.]0,°8902 4}
10.|9, 9990 ¢ | | 35.|0, 8842 ¢
11.l0,9879¢ | {36.}10, 8780 ¢q
12.]0, 9856 ¢ | | 37.|0, 8716 g}
13.10, 98314 | |38.|0, 8651 ¢
14./0, 9804 9 | [39.]0, 8585¢}
15./0, 9775 ¢ | | 40.]0; 8517 4] . ]
16.[0, 974% 4 | | 41. ‘0 8449 ¢ |
17./0, 9711 4 | {42.{0, 8379 4]
18.10,9677 ¢ || 43. o 8308 ¢
119.[0s 9641 ¢ | | 44.|0, 8236 ¢
20.10, 9604 7 | § 45:|0, 8163 ¢
{21 0y 9565 ¢ | | 46.]0, 8089 ¢
" |23.]0, 95244 | |47.|0, BO14 ¢
|:3.]05'9481 ¢ (148.]0, 7938 4]
"124.]0,9436 ¢ | | 49.]0, 7861 ¢
-~ as.lo; 9389 ¢ i soilo, 7783 4

§. 2. Appofui primam hanc tabellae por-
mmculam co fine vt inde quacftionis minime iu-

o vilis,

-
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wtilis, quam mecate conceperam, folutionem dedu-
cere poflem: quacruntur fcilicet ambo limites a
medio aequidifiantes hac lege, vt eadem fit proba-
bilitas , numerum puerorum hofce limites efie trans-
greffurum vel non transgreffurum. )

Solutio huius quaeftionis requirit, vt indage-
tur quotnam termini tabellae ab initio verfus fi-
nem fint addendi , vt duplum fummae au&um
quantitate ¢ fiat —: fumma enim terminorum ,
vitra medium pofitorum , dat fummam probabilitatum,
vt numerus puerorum non tranfcendat limitem, eadem-
gue famma citra medium pofitorum exprimit fums
mam probabilitatum ve numerus pucllorum non de-
feendat inffa limitem oppofitum , eapropter fumma eft
duplicanda ; denique huic duplac “fummae addenda eft
ipfa probabilitas 4 pro cafu g —o fiue pro aequalitate
inter vtrumgue fexum. Ad normam huius praecep-
ti inuenjtur diftantia vtriusque limitis a medio fiue
# = 47 quam proxime: Etenim fumma quadragio-
ta feptem terminorum eft — 43, 6406 ¢, eius
duplum — 87, 2812 ¢ cui fi fuper addatur ¢ oritur
88, 2812 ¢: Inuenimus autem paragrapho nono

— 0, 0056413, vnde tandem quantitas finalis
prodit o0, 4980, quae paullo minor eft quam ;:
unod fi vero affumatur & = 48, tunc eadem quan-
titas finalis fit — o0, 5070 atque adeo maior quam
1 interpolatio dat proxime . == 4%7;: diftantia au-
tem mutua limitum erit 2 p = 94 Igitur tandem
inter 20000 partus annuos aeque probabile erit ,
' ~ E3 . AL
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vt numerus maftulorum non euagetur extra limites
9953 et 10047 quam vt illos limites transgredia—~
~tur, fi modo fors virique fexui aeque faveat. Pofte-
rius tamed aliquantillum probabilius eft ob fra&iun
culam negletam.

§. 13 Simili modo problema noftrum folue-
tor pro quocutque ilio numero Nj; verum quis
founm pro quouis exemplo ferac laborem? Datur
eompendium operis; dico enim numeros quaefitos g
quam proxime fequi rationem fubduplicatam dato-
rim numerorum N, quod quidem ex praemiffis ,
fi atientins fuerlnt examinata , facile colligitur, tan-
toque erit accuratinus compendiinm quanto maior
affumptus fuerit numerus partuum. Pordatur nume-
tus partaam annuus in tota Gallia fine 2 N=606000,
adeoque N — 300000, qui numerus trigefies maior
¢t praecedente; dico fore nutic m = 4% xV 30
=258, 8 atque 2 p==5149,6. Sic igitur in hy-
pothefi , qtiam commentamur , aequipollentize fors
tis pro vtroque fexu, aequa efit certatio, fiue con-
tendas maius foré it Gallia fexus difcridien, fiue
fius. o .

Quod fi vero pro vibe Mtedioctiter éopiofa
penatur mumerus partuum annuorum = 200, id
eft , centies minor quam qui in paragrapho praece-
dente fuit affumiptus, flét pumetis f decies minof

five S LS ambo limi gis q
= [0 —4'725, net 0 limites magms quam

9,45 a fe inuvicem diftabunt.  Hinc intclligimus;
' effe
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etk paullo probabilius vt differantia inter vtrumque
fexum non excedat denarium quam ¥t excedat.

§. 14. Lubet punc poflerius iftud exemplum
dire&e computare, vt veritas compendii in praeceden-
te paragrapho adhibiti ¢lucefcat; hunc in finem
aliam tabellae portiunculam apponam pro N —100
ad du&um formulae indefinitae paragrapho decimo -
defcriptae , in qua fufficiet quinque confideraffe
terminos pro numeris paturalibus 1,2,3,4 et 5,
his alio fine superaddam probabilitates pro numeris
10,15,20, 25, 3Q, 35, ¢ 40: prima columna
rurfys ordine fuo fingulos hos aumeros indicat ,
dum fecunda columoi docet probabilitates refponden-
tes : maximam vero probabilitatem pro cafu per-
fe@tae aequalitatis inter vtrumque fexum , id eft,
pro p. — o, nunc ifdicabo per q.

L II. I. 1L

140, 9901 ¢’ | | 1540, 1057 ¢

2%, 9610 ¢'| | 20./0, 01819 ¢

3.0, 9143 ¢’{1 250, 001864 ¢’

4o, 8528 ¢°| | 30.]0, 0001134 ¢”
510,7797 ¢ || 35.0, c00003924.4" "
jxop, 8692 ¢/| | 400, 00000007774 ¢

)

Fft gutem propemodum ¢’ = &5 (§. 9.) vel

aecuratius ¢/ — 2 ‘,’j;'-;l’ — 0, 05634 vn paragraphi .

feptimi atque hic valor in fingulis numeris erit

fubftituendus.

§. 15.
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§. 15. Samatur nunc fumma quinque prio-
rum terminoram et habebitur 4, 4979 ¢; huius
duplum —8,9958 ¢/, cui addatur ¢/ atque fic
obtinebitur 9, 9958 ¢’ vel o, 5631 et haec quidem
quantitas maior eft quam I; at fi fumantur quatuor
priorcs termini erit fumma eorum — 3, 7182 &7 ;
huius duplum =47, 4364 ¢ : fi addatur ¢/ habebitur
nunc 8, 4364 ¢"'vel 0, 4753 haec autem quantitas
nunc minor eft quam 2 ergo regula noftra com-
pendiaria. optime quadrat cum " vero vaore: fic
itaque pro ducemtis natis fi fiat certatio, num
fexus differentia maior futura fit quam decem vel
non, dico pofterius effe probabilius et aeqnam
demum fore certationem , fi 5631 offirantur con-
tra 4369: imo poterit audaier ducenties millena
millia contra unum oﬂérre i alteruter fexus infra
60 defcenderit.

§. 16. Quae di&a funt de quacftione para-
graphi duodecimi , qua limites pro aequiprobabilita- -
te , fiue valores p ad datum- numerum N, deter-
minandi erant, eius funt indolis vt conuerti poffint
hinc, nouae quaeftiones formantur , in quas analyfis
dominetor : Sint, verbi gratia , duo Collufores a'ea
continuo inter fe certantes , vter quouis jactu ,
prout alea fiue numerum parem fiue imparem
attulerit , pun&um voum lucrifaciet, nec prius
finita res fit, quam cum alteruter alterom 94 pun-

¢tis vicerit, quaeritur numerus jaGuum. poft yuem
aeque



]
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- aeque probabxle fit, vt certatio finita fit vel non
..finita : Solutionem indicat paragraphus duodecimus ;
erit nempe numerus jatuum — 20000 Vel tantil-
fo minor ob negle®am frationem numero 94 adii-
ciendam. Si lucro 94 pun&orum fubftituatur minus,
veluti nouem aut decem pun&orum , .requirentur
200 ja@us vi paragraphi dccimi tertii, Nec video
methodum magis dircétam , qua huiuscemodi (use-
ftiones folutionem admittere poffint. -

§. 149. Paruula tabella paragraphi decimi quar-

“ti haud obfcure nobis indicat, qua lege probabilita~
tes 2 medio verfus extrema decrefcant; praefertim

exinde apparet, omnem probabilitatem in mediocri

diftantia a2 medio tantum non totam euanefce-

-re etenim, fi g =40, fit probabilitas relatiua
—0,0000000%7774 ¢’ et probabilitas abfoluta
= 0, 000000004478 , quae fi vel omnibus proba-
bilitatibus pro terminis infequentibus ajdatur absque

emni fcrupulo neglngn poteft,

Velim porro notetur harmoma , quae inter
tabellas §§. 11 et 14 -intercedit, quandoquidem
probabilitates in priori tabula pro nwmeris 10, 20,
30, 40 et 50 proxime iisdem coefficientibus nume-
ricis exprimuntur, qui in altera tabella pro nume-
1is decies minoribus id €, pro numeris 1, 2, 3, 4
et 5, quod quidem haud difficulter ex theoria
noftra prouideri poterat, Quia vero numeri colum-
nae fecundae in tabula paragraphi undecimi non

Tom. X1V.Nou.Comm. ' F admo-
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mimadom mutantur, . fequitur ;inde fore étiam .fum-
:mam .decigs maiorem praxime, quandequidem .decies
-plures termini fant accipicodi et cum ¢ contrario
-q' ¢t propemodum decies maier quam ¢, fequitur
.quod fumma 10, 2C, 30,40 -vel 50 .terminorum
fit proxime .aequalis in tabula §. xx. fummae -x,
3, 3, 4 vel 5 terminorum in tabella . §. 14. poft-
-quam nimirum valores .pro getq” fubftituti fuerine.

§. 18. Huiusmodi obfervationes egregie vfu
wenire poffunt ; Ita intelligimus eandem effe: prope= -
modum probabilisatem abfolutam , vt inter ducentps
,NAtos aumerus puerorum opn nifi ad 7Jo gfcendat,
.quae eft .inter .20000 natos, vt non nifi . ad
_9700 perueniat : vtraque probabilitas tam éxigua eft
vt fuperflaum fit calcylos -vitra hos fines.extendese,

. dn priori cafu fit W= 30 ju altero .p. = g00.

Vhicum eft -quod-“fuperaddam ; formulam. nem-
‘pe 'd4bo mon- indefinitam ‘fed determinatam , -quae
von male admodum numeros vtrinsque tabulae ex-
.primit ,.fi modo intra certos fubfitamus limites ;
‘hanc  formulam eodem fere modo inveni , quo
vfus fum in paragrapho quinto ad detegendum quam
_proxime valorem ¢, qui probabilitatem pro perfe@a.-
" aequalitate inter vtrumque fexum denotat. Sit gene-
raliter dimidius omnium natorum pumerus = N ;
fitque rurfus numerus puerorum = N -+ p, dico

Q

“fore propemodum probabilitatetn huius cafus = —%—-
N C-

moda
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modo numerus & non- fi¢ multo. maior guam ¥N;,
Eft autem. Q probabilitas pro cafu aeqpalitatis intea:
vtrumque fexum et ¢ et numerus cuius- logarith-.
mus hyperbolicus vaitas eft , five ¢ = 2, 718.

§. 1g. Ve vim huius fimpliciffimae formulae,,
vnico termino exPreﬂ'ae , dignofcere liceat , recur-
mam ad paruulam tabellam §. 14. in qua N =100

et ¢ = Q, numerosque fecunda¢ colummae ad dus. .

&um ifjus formulae computabo-: fic aberratiouey
immediate innotefcent.

1. 1II,

folo.sb19 ¢

zs 0, 1054 ¢
20,:0,0Kk832 ¢

3. 0,)14-1‘9
40,8322 ¢ .| o, 001931 ¢/
30.

5. fo, 37899/ 0, 0001235 ¢¢

Ex collatione appaset. aberrationes yix effe
fenfibiles et vbi paullo fenfibiljores . fieri, incipiunt
relative , ibi probabilitites abfolutas fere totas eua-
nefcere: Licebit vtique rcgula compendiaria vti
quamdiu numeras p non éxcedit mumerum 3V N.

Eadem librabimus lance formulam pro alio.
et quidem longe maiore yalore literae N: Sic. ite~
ram N = 10000 vt diucrios catus copferre poffin.us
cum tabula paragrapho undecimo exhibits, et direGe
computata ;. fic erit valor Q idem quod in tabula

mdzcamr litcra g, ponam autem pro g fucefliug

. F 2 nume-
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gumeros 1o, 20, 30; 40, ¢t 50: his pofitis inueni~
uatur probab:litates refpondentes 0,9901¢;0,9608¢ ;
0,9141I ¢; 0 85224 et 0,7889¢: ipla vero ta-
bula paragraphi undecimi dat o, 9900 4; 0, 9604434
0,9I31¢; 0,8517¢; et 0,7783¢: qui profeto
numeri tantum non ad amuffim iater {¢ conueaniunt.

§. 20. Perfpe@a praecftantia regulae voicum
fuperaddam exemplum , quo appareat quemadmodum
vbique calculus inftitui debeat pro numeris qualibus-
cunque. ’

In egregip opere viri de hifce rebus longe
meritiffimi, Iob. Petri Sismilkch , editione tertia
parte fecunda plures anmexae funt tabulae, in quibus
pag. 17. videmus , quod in Prouincia Selandica a.
1758 natac fucrint 3533 filiolae et 3805 puel-
li ; vode numerus nitorum ~— 2 N=—1v338 atque
N = 3669: quia vero numerus puellorum erat
3805 , habebitur . = 136; hinc LE=5 3i;=5,04:
ergo probabilitas , qua numerus puellorum fit prae-
cife — 3805, in hoc exemplo indicatur formuls

.%; = 0, 0006628 Q , ifteque valor tanto accuratior
c® ‘

eft , quod numerus p. parum vitra numerum 2V N
dfcendit igitur probabilitas pro cafu aequaliratis inter
vtrumque fexum eft ad probabilitatem qua numerus
puerorum iftam aequalitatem praecife fuperat numero
136 Vvt 10000000 ad o0, 0006628 ; probabilitas
vero abfoluta pro pofteriori cafu habetur i ‘pro Q
IR " vel



CIRCA SVCCESS. RER. CONTINGENT. 45

vel ¢ valor paragrapho feptimo definitus fubftituatur
uempe 0, 009313 ; hoc modo ifta probabilitas abfo-
luta fit = o, 000006173 ; dico autem, quod in
hoc parvulo valore incerti effe pote(t, id folum
duas figuras numericas vitimas fpeCtare. Sic igitur
videmus pofle pro omni cafu probabilitatem abfolu-
tam determinar1 absque vt per cafus intermedios,
procedamus atque hoc demum eft quod potiffimum
intendebam , cum haice difquifitiones’ fusciperem.

§. 21. Quae dita funt adhucdum pure funt
analytica , quandoguidermn procreationi puellorum
puellarumue fubflitni potuiffet extraio fchedularum
five nigrarum f(iue albarum ex vrna fi modo fchedu-
Ia in vroam reponatur priusquam noua fiat eXtra-
&io; tum, fi numero aequali fchedulae de vtroque
colore in vroam repofitae fuerint, habebimus, quod
nobis res fuit ; Quod fi vero fchedulas nigras numero
praevalere ponamus , incidimus in alteram hypothe-
fin, qua ponitur naturam magis vergere ad fexum
formandom mafculioum quam mulicbrem. Alterum
iftud argumentum , quod prius ceu fimplicem in
continet cafum , non poteft non nouos obiicere labo-
res mihi nondum exploratos: quicquid id fit negotii
proximo fufcipiam otio. :

2 3 U CONSI-
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'CONSIDERATIONES -

DE TRAIECTORIIS OQRTHO-
GONALIBVS

A uctore. -
'"L. EVLERO.
I. |
Problcma traxe&omrum ort‘mocronalmm, quod olim

Geometrarum fagacitatem diu multumqpe exer-.

cuit, ita fe habebat

wr propofisis infinitis lineis AY,ay

communi guadam. lege comsensis
uaerantur aliae lincae BY'y illas

norrﬂa[‘ ter traiicientes &/,
‘ad quod foluendum fequentia mo- ,
menta perpendi oportet, I . XxB S

1% Com litieae foeanda€- eommuini quadam - g¢:
quatxonc contineantur , haéc “dequatio praéter bimas
coortiimtas 1 X-=—=x et XY=y, parametrum inuol-
yet p, quae. pro eadem:curua AY éundem valorem

retineat , valore autem mutatd reliquas cuftias eltt-
hibeat.

° Hinc ifta aequatio differentiats parametrum

p quoque variabilem f{umendo huiusmodi formam
mduet Ld_}' Md.z-—i——l\ldg, vide pro eadem curua
' AY,
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AX obrdp:zo,,erit aﬁ--'f’s amue du&a &d
-eam veca normali Y5 :fiet fabnormalis XS—-’J'

‘ge. Verum haec eadem fubnormalis X S pro
curua fecante BY debet effe fubtangens, vnde -reten-
tis pro hac curua iisdem eoofdinatis IX —wx, et
XY=y, necefle eft fit exus fubtanaeus dd‘”‘ ..:12
‘ideoque de—{-—MJj.._

4°. Pro lineis -grgo ;fecandis . pl'0p0ﬁ(a acqmtm«
‘ne _inter coordinatas x, y et.pataroetraun variabilem
p, quac differentiata praebeat Ld;._de—i——Ndp,
pro curuis fecantibus haec :habebitur aequatxo diffe -
Jeatialis de+Md,r:o )

II.

, Toua,m ergo,nqgotwm hllc eft mdu&um vt
data huinsmodi aequatnonc dlffemntjah La{y._..de
~+ Ndp, methodus jnueniatur hanc aequationem
‘Ldx—+ Mdy—o0 .integrandi’, in quo quidem nulla
foret difficultas fi quanticates L et M folas binas
-coordinatas x et y implicarent exclufa parametro g,
quia tum in ea duae tantum occurrent variabiles x
‘et y, et huiusmodi aequationum integratio ' merito
hic tanquam conceffa fpe@atur. . Verum fi quanti-
tates L et M infuper parametrum p inuoluant, ita
Yt aequatio L'dx—-Mdy—o tres contineat quanti-
tates variabiles x,'y et p, eius integrationem ne
fufcipere quidem licet , nifi fimul cum altera ae-
quatione data Ldy =Mdx—+Ndp coniungatur , in-

deque
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deque vna trium varigbilium penitus extrudator
vt aequatio differentialis inter duas tantum variabi-
les obtineatur. Quod nifi efficere licuerit, vix
quicquam circa naturam traie&oriarum orthogona-
lium definiri -poterit, quare quoties baec difficultas
occurrit, problema hoc merito inter difficillima re-
fertur ; tantumque abeft vt hoc problema etiamfi
- olim fummo ftudio fit traltatum , pro confi&o fit
habendum , vt potius etiamnunc maxima attentione
dignum fit iudicandum.

IIL

Cum igitur totum- negotium eo0 redear, vt
pro traiectoriis eiusmodi aequatio differentialis elicia-
tur, quae duas tantum quantitates variabiles con-
tineat , praecipuos percurramus cafus, qmbus hunc
fcopum aflequi licet.

-1°. Ac primo quidem fi aequatio pro caruis
fecandis ita exhiberi "queat, vt parameter p per
coordinatas x et y abfolute definiatur, feu fun&ioni
cuipiam ipfarum x et y aequetur, haec aequatio
differentiata huiusmodi dabit formam dp—=Pdx
-+ Qdy, in qua P et Q funt funtiones ipfarum x
et y tantum quae cum forma Ldy—Mdx—+Ndp
comparata praecbet L—Q , M—=—P et N—1. Qua-
re pro trajectoriis haec habebitur aequatio: Qdx
—Pdy—=o duas tantum variabiles x et y inuoluens,
cuius adeo integratio pro conceffa. haberi poteft.

2"
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2° Si aequatio pro curuis fecandis ita exhibe-
ri queat, vt applicata y aequetur functioni cuipiam
ipfarum x et p, ex eiusque differentiatione prodeat
dy—Pdx+Rdp, ita vt P et R fint fun&iones
ipfarum x et p tantum, tum ob L—=3, M—P ¢t
N==R, pro traie&oriis habebitur aequatio dx-Pdy—o,
quae ob dy — Pdx + Rdp abit in hanc formam :
(1+PP)dx—+4 PRdp=o0, duas tantum varia-
iles p et x implicantem,

3% Si aequatio pro curuis fecandis ita exhibea-
tur , vt abfciffa x aequetur fundioni cuipiam ipfa-
sam  y et p ex cuius differentiatione prodeat
dxr=Q4dy+Rdp, vbi Q et R fint fun&iones
ipfarum y et p tantum tum ob L=Q, M= et
N=-—R, natura traieQoriarum exprimetur hac
aequatione Qdx—+-dy—o, quae ob dx=Qdy+Rdp
eransformatur in hanc (14+QQ)dy+QRdp='o
inter y et p tantym, :

L3

Iv.

Quoties ergo vel parameter » per ambas coor-
dinatas x ety vel altera coordinasarum per alteram
et parametrum definitur , jnuentio traiectoriarum
ad aequationem . eiusmodi differentialem reducitur
in qua duae tantum infunt quantitates variabiles ,
cuius propterea refolutio tanquam conceffa poterit
fpedtari , etiamfi forte pulla etiamnum pateat via
negotium expediendi. - Hoc dutém intelligendum eft

Tom.XIV.NouI.Comm. G fi
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£i-illac exprefliones fuerint eXplicitac , fiue fint alge-
braicae fiue tranfcendentes, fin autem tantum per
formulas integrales dentur » in quibus altera varia-
bilium pro conftante habeatur , tum aequationes in-
wventae nullum praeﬁant vium, nifi forte peculiari
amﬁc&o a formula integrali liberari queant. Veluti

_ fi pro curuis fecandis huiusmodi habeatur aequatio

J,..,.[Vd,t, vbi V fit fun&io ipfarum x et p,
in hac autem integratione parameter p Vvt conftans
fpecetur: tum enim pro valore 1pﬁus dy=Pdx+Rdp,
habetur quidem P—=V, fed quantitas R noua
forma integrali 1mpl|catur dum it R =[dx (5= s )
in qua integratione iterum fola x"variabilis aﬁ'umztut.
Quare cum aequatio pro traie@oriis .futura fie

(1 +VV)dx+Vdp[dx(a" )=o, ob hamc
srmulam  integralem minime patet , quomodo eiug
folutxonem inftitui conuemat.

V.

no haec difficultas clarius appareat cafum
fingularem euoluam , quo gequationem pro traiecta-
fiis exhibere licet et quiiam olim methodo perquam
fngeniofa fuit erutus, ' Quaeritur feilicet, cuiusmodi
functio ipfamm z et'p debéat cfle quantitas V, vt
citn pro’curuis fecandis 'fit y=/Vdx, aequamo pro
traxe&orus (= +VV)dx+Vdpfdx(;;)-'o,
ber certam quznutatem multnphcata integrabilis eua-

dat,
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dat. Sit ifte multiplicator*—'v’- , exiftente IT funitione
ipfius p tantum , vt habeatur, ‘

SR gpnas($)=o
quoniam enim II -quantitatem x non inuchuit,
erit vtique

Mdpfde($)=dp Ndx(F). |
Jam flatuacur huius formae integrale = [““"FL’.!

Yt pro traieQoriis habeatur haec gequatio,
flld.n!x-.-w) —C :

v“-—‘

et cum eius dxﬁerenuale ex variabilitate vtriusque
% et p natum fiat: : ‘

BEAY | dpfas (4N = o
Quare flatui oportet : :
H(: v
SMdx(F)=/dx(5Hd5FH)
feu ﬂ(‘,)*"(;—d BeVV)).  Cum nimc in  his
differentialibns Dl p vt variabilis, ¥ veto- vt con=
flans fpe@etur f1&a evolutione prodit :
I dV=—Teviry=y +"——£—‘f",”” few -
By e, ideope s il =4 - B
wnde integrando’ elicitoy 1= o Ty loco con-
flantis. indrodua. X fun&mu iplias’ ‘x- tantum,’,
Hinc ergo fit V :‘7' )

G 2 VI-
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VL
En ergo cafum fatis elegantem f{imulque non
parum late patentem, quo traiedorias orthogonales

exhibere licet etiamfi aequatio pro curuis fecandis fit -

Y =f e v(xl:lc“nn) vbi X denotat fun&tionem quam-
cunque abfciffae », atque II fanctionefn. parametri
p quamcungue , ita vt forte haec formula integralis
nullo ‘modo euolutionem "admittat. Pro traje®toriis
enim , ob 14-VV = (XX habebitur ifta aequa-

tio [ v(fxufm)-— C. quae pro- dtuerﬁs ~valoribus

conftantis C infinitas praebet curuas, quae omunes .

normaliter curuas datas traiicient. Pro iis quidem
aequ'mo inter coordinatas x ety clrcrctur s fi ope
mdxy
aequationis y — | TEE—Em parameter p eiusue
fun®io I1 eliminari poffet verum ad conftruitionem
gequatio inugnta -iam maximc eft accommodata.
Pro quavis enim parametro, feu quouis valore
literae: IT° fuper axe defcribatur curua, cuius. appli-
cata — \TTi"‘—ﬁ') in eaque abfcindatur area da-

tae areae aequalis, cuius abciffa fi fit — x; applica- °

ta traietoriac erit y =/ 2% —ndz ;¢ -vel fufficit no-

taffe has duas aequatlones: . -

—_ Ndx xxax )
y fﬂxx nn)etc—"fwxx__—lfﬁj

vbi notetur C defignate parametmm trane&onarnm._

&

. VII.

-~
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. VIL

Verum his quae iam olim copiofiffime funt
pertraitata , diutius hic immorandum non cenfeo ;
fed potius alias confiderationes , ad quas me haec
quacftio perduxit, in medium affram.  Ac primo
quidem , quod - per f¢ eft perfpicuum obferuo ligeas
fecandas et traiectorias idter fe reciprocari ; atque

quaeftionem circa duo eiusmodi fyftemata liueamrln :
verfari quae ad .eundem axem defCripta, fe mutuo

vbique ad angulos re®os - interfecent, Vtriusque
autem fyftematis natura exprimitur. aequatione inter
binas coordinatas x et y €t parametram, cuius va-
" riabilitas infinitas lineas fuppeditat.  Pro altero er-

'go {yflemate fit - parameter . —p, pro ‘altero vero

=g¢; vnde duas concipi oportet aequationes, alte- .

ram inter X,y et p, alteram vero inter x, y et g3

inter quas quaenam. intercedere debeat relatio , vt -

propofitae conditioni fatisfiat , hic accuratiys fum
inueftigaturus. Supra autem vidimus, fi pro altero
fyfltemate habeatur huiusmodi aequatio differentialis
Ldp+ Mdx+-Ndy—o, tum naturam alterius hac
acquatione Ndxr—Mdy—o expreflum irj hicque
¢ius parametrum ¢ vt conflantem fpe@ari,

VIIL

Quia nunc zequatio Ndx—Mdy—o duas
tantum quantitates variabiles ¥ et y continere in-
telligitur , et huius fyftematis parameter ¢ in cqn-
flante per integrationem accedente demum inuolui-
G 3 . tur,

~ .
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- Jam quaecunque foerint P et Q fun&iones ‘ipfarum
p et ¢ maultiplicator femper - inueniri poterit hanc
formulam ambiguam Pdp +Qdg¢V —1 integrabilem
reddens: fit ergo M ifte multiplicator et ponatur
SM(Pdp+QdgV—1)=T~+ VV-1;atque pro
R+ SV -1 affumi oportet fun@ionem quamcunque
ipfius T4+ VV-1 in Mdu®am, vnde faka inte-
gratione prodibit
34V —1=fun&. (T4-VV—1) et x—~V—1— fun&.
- (T=VV~—1)
hincque colligimus has formas integrales
=L (THVY s i (T-VV -1 A (T VY -3)
’  m A T-VV—1)
=T {T+VY-3 =T (T-VVa HA(THVY-1)
: : ' =:A:(T-VY -1)
quae femper ad realitatem . reuocantur , quaecunque
fun&tiones his fignis I' et A denotentur.

XI.

Hic quidem litterae T et V_denotant fun&io-

mes binarum parametrorum p et g fed minime ar-

- bitrarias, definiuntur enim ex formula differentiali
Pdp—+QdgV—1, vbi P et Q neceffario funt quan-
titates reales, . Verumtamen fine hac conditione in-
doles illarum quantitatum T et V erui poteft,-con-
fiderando quod effe. debeat (43) @+ G (E=o

r]

" - | Cum

1
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Cuom enim inuenerimus :

2y V-1=% : (T+VV-1), et x—yV-120:(T-VV-1)

erit differentiando : <

I (‘}P)—-\—( XY V1= (:T) ‘”)V ~1)Z7:(T+VV-1)
(F2)+ (‘ilﬂ’-!“ (D) +BDY-027 (T4 -1}

ML (GG)—GV-1=( ) — (VY -1004(T-V V1)

Iv. (";) ~(F)V-1=(G7 )v—(‘”’)Vﬂ)e' (T-V¥-1)

- colligantur hinc produ&a Ix1IV et III x II in

vbam fummam 4AC Yeperictur:

e G2l =2 +Hep )
P l(T-d-—V:VI-—-l) 0’: (T—vv-l)

ideogue Tut€tioges T ¢t 'V ita funt coinpatatic; vt
fit '

(g) {'}'—}‘)-i—(:") Gl) =0 . .
XIE ‘ :
Hinc ergo intelligiinus p¥o T:&t ¥ -inemo-
di findiowes iptthm p ot g fumi debere, -quae iam
iplac idoneos valores pro coerdinatis x ety praebe-
ant. Quar¢ inuentis iam dudbus ‘valoribus  bita'
linsasum ¢ mameup otthogbpaliter ficantinm fyfler
wata -exhibenubys ; w —a 8ty == cxiftentibus &
et :u ‘einshedi ﬁmdhombu‘s ‘bimaram p&tamet!amm
P =t g mt lfic =( )(‘“)-q»-.("'}) (dd) = i
hinc facibime gmﬁmtn alla xmli-(n {yftotnatwen . jpasho
-Shom. X1V. Nou.Comm. H derivan-
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deriuantur, quae binis fequentibas aequationibus con-
tineotur '
x=iLi(puV =)A= T (=Y —1)= L As (540 ~1)

+27?A (t-—uV—-r)

== II‘ (t-]—uV—-l) L:(—aV 1)4-50: 044V —1)
o (t—u V—1 )
quam formam magis complicatam ideo elegi , vt

§maginaria fingulis funtionibus cuoluendis fponte fe

‘deftruant.
XIIL.

Hae formulae eo magis ad praxin funt accom-
modatae , quod eadem operatione infinitac folutiones
obtineri queant. Prodeant enim pro I' variis fun&i-
onibus determinatis fumendis ex forma ;T':(s4+4V —1)

" o}-iT:(2—4V —1) hi valores T; T’ T” T etc,
_ ex hac vero I’ (t+a'V—-1)—-w (t uV —1)
hi V,V/, V7 V7 etc. atque valores quaeftioni
fatisfacientes erunt fequentes

2= aT4-ET -y T/ 8T/ '—eV=4V/—y V7~ V//*

r=aVAEV 4oy V43V 4 e T L T/~ T/ 0T/ *

vbi litterae «, €, 4, J, ¢, &, m, 0 denotant coefficientes .

quoscunque.  Probe "autem notandum eft valores
homologos V, V,item T/, V/ etc exiisdem fun&io-
nibus T : fimulque omnes ex iisdem litteris ¢ et #
efle formandas. Nequc enim hinc in genere conclu-
R . - dere
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dere licet fi fatisfaciant valores *x=T,y=V,
- tum vero etiam alii quicunque ¥ —=R , y=S
inde quoque hos * = a T+ 8Ret y —aV.4-ES
effe fatisfaGturos ; hoc- enim non valet nifi fun&iones
R et S ex iisdem litteris ¢ et 4 fint natae 'atque.
fin@iones T et V. Hinc probe cauendum eft, ne
fuperioribus formis generalibus plus tribuatur, quam -
fas eft. ‘ o
XIV.

Valores fimpliciores litterarum. T et V ex
iam inuentis quantitatibus idoneis Z et u formandi ,
-ex poteflatibus loco functionis I fubflitutis nafcuntur
atque ita fe habebunt : ' ‘

Y= (Tt —uu | T=s"—38uu | T=2*— 6124} 4*
V=ulV=am jV=gttu—u'|V= 4Vu—414°
cx poteflatibus vero negativis oriuntur ;

cte,

—_ _t —tt—uul T __t3=—styy —~t4—bttanyus
T""it-}-uu\T.—(tH-uu)’ T""(n—f—:ﬁ-’ rr"" (tg-uu)¢
'Y — — 2ty — 3ty —ul — et %u—qtys

-v'—n-;-uu. - (tt=uup V"_' tt-4-un )® T (tteuu)+

vbi obferuare licet:fi ponatus..szwcof (et vmofin @
tum omnes hos valores in iftis formulis Limplicibus
contineri - . ‘
T=0"col n® et V= fin O
‘Totum ergo negotium huc redit vt pro 7 et u
eiusmodi idoneae fun®iones ipfarum p et ¢ Obtie
oeantur , vt fiat S
dt \( dt d du y—

- L ) ﬁ-)“}"(ﬁ)(d—%)—o'
| XV.
H 2
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- XV , .

- Sen quod-eodem relit fumtis pro P et Q
fan@ionibus quibuscunque ipfirum p et ¢, confide-
retur formula differentialis Pdp+4-QdgV — 1,
et quaeratur multiplicator eam reddens integrabilem
tum integrale ex parte reali et imaginaria conftans
comparetur cum formula Z -2V — 1, indeque
vtriusque litterae # et » valor idoneus elicietur
Vnde primum obferuo fi P fit fun&io folius p et
Q. follus: ¢, paedie ¢ — fPdp et ¥x—fQdyq.
Qoniam- autgm hae formac [Bdp et /Qdg acque
pro, parametris. amborum fyftematum. lisearum haberi
poffunt atque ipfae quantitates p et ¢, idem- efk ac’
fi hinc ftatuamus ¢ == p.et ¥ — ¢, neque etiam: Ja~
tius- patere , cenfends eft haec pofitic ¢t —ap -6
et =% ¢4+ J. Interim tamen fi {umamus
P=1x e Q=1 formula dp—+dgV — 1 non
folum dat 3= p et u=—4q, led quia illa formula
Cper m-n 2% — 1 multiplicata manet integrabilis ,
et integrale-e® mp—ng APV — 1 4-mgV -1,
inje: etiam hi. obsipentua; valeres:

Fz=mp—ngetu=1np-my

qui vtique latius: patpre videntys, Verumtsmen; quia

vglores inde natos . T,_'P’,.’l"_” ek ‘V, V/, U7 ets: .
combinare licet , non aliae lineag inde nafcuntur,.
atque ex fimplicibus valoribus s —p. ¢t ¥ — ¢4

XVL.
. -

Y am
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XVE

Statuamus ergo F —p et ¥ = ¢, et percurra-
mus fimpliciors linearum fyftemata & mutuo ad
anguloy retos fecantiom : ac primo quidem occur-
runt hae formae :

x=ap—cqgety—aq-sp
vnde eliminando primo ¢ tum vero p ambo linea-
rum fyftemata his aequationibus continebuntur :

ax-sy=(aa--cec)p et ay—ex—(aa—tce)q
wirumope. continens infinitas lineus refas inter fe pa-
rallelas quarum quaelibet rectas alterius fyftematis
normaliter fecat qui fime dubio c3ws eft fipli-
cifimus.

XVIL

Sumatur fecundo T=¢s—uu et V=224, et
<quia binis termini iungendis Kneae tantum ad alium
axem transferuntur flatuamus fimplicites x—pp—¢¢

et y—2pq; vade cum fit V(xx—+yy)—pp—+49,
elidendo alternatim ¢ et p, pro binis linearum fy-
ftematibus adipifcimur has aequationes

V(xx+yn)+x=2pp et V(xx~4yy)—r=294.

Qemre £ loco 2pp et 299 fimpliciter fcribamus p
et g hae aequationes ita fe habebunt: -

JI=pp—2p* &t yy—qq--29%

H 3 Vira-
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Vtraque aequatio infinitas continet parabolss fuper
communi axe ex eodem foco defcriptas, dum alte-
rius fyflematis parabolae dextrorfum , alterius vero
finitrorfum excurrunt ; quae eft pulcerrima parabo-
larum proprietas , fine dubio iam olim obferuata.
Practerea obferuo etiamfi praecedentes valores T=p
et V—=¢ cum his combinentur, tamen easdem pa-
rabolas effe prodituras. :

XVIIL

| Statuamus nunc T=#-3:uu et V=3¢7u 4%
formemusque has aequationes :

r=p*—3pq99 et y—3ppq—q’ |
quarum haec dat p—V L:L;ﬂl , qui valor in- pri-
ma fubftitutus pracbet : ¥ =21 £V 2 :';‘f' , et fum-
tis quadratis : ‘

27¢'xx=y'— 159 77+ 484"y + 644 3
fcribamus ¢ et p loco ¢° et p*, et aequationes pro’
ambobus linearum- fyftematibus eruat: - =

| 29gxXXTy —15qyy+ 4899y — 644
27p9Y =¥+ 15px X —48ppx—+ 64’

quae autem ad proprietates agnofcendas commodius
ita repraefentantur :

x:JT'QVJ-l-Q etjz +'2V£-—3.
B $9q 3 ‘P \

quae
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quaec aequationes dant lineas tertii ordinis, quae
pro vtroque fyQlemate funt eiusdem naturae, dum °
coordinatac tantum permutantur.

XIX.

Confideremus etiam fun&iones ex potcﬁatibu&
t
neganuls natas ﬁtque T__.“ — et V= ‘.t__n

. atque ob F=p et u—g¢, habebimus :
) .d 9

¥ = =T e T =Ty '
Hinc fit xx4yy :::M_*_qq , ideoque pro ambobus
linearum fyftematibus habebimus .has .aequationes:

x=p(xx—+yy) et y—q(xx—+yj).
Formam - vtriusque parametri ita immutemus vt
ftatuamus p::—‘P et g = —'q , et bina lmeatum {y-
ftemata his aequationibiis exprimentur :

XXy =2px et xxA-yy=2qy
‘quae pracbent circulorum bina fyftemata.

xx.

Euolnamus etiam ex eodem  geriere fequentu
formulas , fitque

— PP—a4q 2pq
¥= Pp+qq?® PP+-145’
‘Hinc primo chcxmus :

u—m=PP”ﬂq e A5, =2p4 .
. - Dein-
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Deinde cum fit PP+191= 3555 reperimus

—_—xgv (% X o=y ___vma:-.l-y_y).—z
2pp= xx 43y 22 et 299—= T xea4-yy
fcribamus nunc } et 5 loco 2pp et 299, et
bina linearum fyflemata his aequationibus expri-

muntor
xx-1py=px-+pY (¥x4p5) et xabyy=qV(xxtyy)-gx
quae reducuntur ad has: '

@) —2px(xx-H =Ry ; (u P pp-+-px—xx
+pVGipp—+pX)
(xx—p) - 24X(3X-4 ) 2 9qyy 5 fou yysriqq—gqx-xx
—gV{i99+9%).
Haec adeo duo linearum fyftemata fub eadem com-.
muni aequatione quarti ordinis continentur , dum
in altero tantum paramefer negatitte accipisur.

XXI.

Haec folutio ideo omai -attentions  digha -
detur quod in genere per integrationem eft eruta,’
atque adeo ad folutionem Huius problematis maxx-
me accommodata :

Inuenire ea linearum algebraicarum [yftemarn pun-=
rum traiclloriae itidem fins Hneae algébruioge.

Quamdiu enim aequatio peo illis lindie antél
coordinatas x et y coofideratur , enodatio huius
quaeftionis fruftra fulcipitar; ¥otumrque artificium,
ad hunc fepum pesrducems in yo- ot fitum , quod
. vtram-
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wtramque coordinatam pex binas parametros variabi-
les vtriusque fyftematis reuocauimus.  Solutio igi-
tur huius problematis ita fe habet , vt ex quouis
cafu inuento facillime infiniti alii affignari queant.
Sint enim 7 et # eiusmodi functiones parametrorum
p et g, quae iam coordinatas binorum fyﬂematum
referant ita vt fit:

Tom al:ae quotcunque coordmatae X et y obtme-
buntur , fumendo x—4yV—1=F: (:_;_uv._.),
vnde i $ et u iam fint fun&iones algebraicae ,

omnes functiones algebraicae formulae r -4V —1,
pariter pro & et y fun@iones algebraicas praebebunt

;
XXIIL

Totum ergo negotium huc redit, vt primo
cafus fimpliciores pro 7 et u ‘innotefcant ; ac’ fim-
pliciffimi quidem fe ftatim offerentes funt 7 —=p et
u—gq, vel etiim s —ap+Cg et 4=y p+3dgq;,
qui iam vberrimam meflem bmorum fyﬁematum
algebraicorum largiuntur., ‘

Tuam vero hic cafus ﬁngulafxs netari mcretur
t=Vp(a+q eta=Vgq®~p :

qui quomodo fatisfaciat {umendis dlﬂ%:renualxbus in-
relligitur :

T @y —vlaagq. dty— dTy [d 1
TG = G = S bine () ()=

{du — .;(b:‘l-'p); du) :\Hb—_t_) hmc ( )(du)_ i.

. . Tom. XIV.Nou.Comm. I ¢x
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€% o, propteres etizm infinitss sliss folutiones dee
riugre, Licet  Ipfe gutem hic cafus pulcerrima dug
{yftemata linegrum. fecyndi ordinis fuppeditat: pofi~
to enim :

- axTap-tpg et yy—bg—pq ob xx--y—ap-i-bg

pro"vt'roqu‘e fyfltemate prodeunt hag aequationes: °
1% p(xx—+yy)—bxxtapb—p)=o

2% g(vx ) +ary —bg(a+9=o .

quarurg, hagc eft pro infinjtis ellipibus, illa verq

ob &>p pro iofinitis hyperbolis fuper commupj
axe ex eqdem centro. defcriptis. ,

- XXIIL
Supra iam oftendi- (34) quomodo ex huins-
modi valoribus idoneis, pro ¢ et u cognitis. infinitos
valores T, V, T/, V/, T#, V”, etc. elicere liceat ,
ex quibug deinceps porro infinita, alia fyftematum

*parig formari queant, fumendo
- ATk VA BT =g Vg T/ =V efc.,

J=aV+4eTe BV 4T~y V49T etc.

Hos quidem valores T etV ibi ex folis poteflati=
bus formulag #—-4V—x elicui , ponecndo F4-VV-x
= (¢4 4V — 1) eodem autem jure aliis quibus-.
cunque fanctionibus vti licet. Veluti fi popamus,
T VY = =P = b
nominatorem primo’ realem, reddamus tum vero.
sdipikemus; © - .
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T = UREOL el o Vo pledorhis
»bi neta(fc inuabit , com fit T VV—:-’:':K’_BW-"

Gagty g +Rt—kuy =
fore TT4H+VV= 4.2 hinc ehith oolhgxmt 1

TT+VV—L_3-—'§(-’,,E-_7_%—)—’5-‘B-‘-!£’ Ml verd &tiam

-T(b~4-ks)—kaV—f—+-gt et TT-4H-VV= M‘ﬁ’.&i&!ﬂn
‘1tem kT—-}—‘”"‘””" —g=o0

XXIV.

Applicemus hanc euolitionem ad cifus {im-
pliciorcs at 'potiamus primo 7 =7 et #=*¢, ¢t pro
T et V ipfas coordinatas ¢ et y ﬂlmando binde
poftremae aequationes praebent

— ([l A28 kp)x—g(ft-gP) — (f ) X e
2X—AV Y= _.k_(%{_.__s___ﬁl (+551_’+”w

3
(b+kp)x—kqyr= f'—i—gp
ghatum priot folath paramettum 3 contineds ,  jam
Aleerum linéarum fyftema exhibet, quaé qux&en}
dtanés erunt cifculi. Tu'm Vero bb p—f""’“‘
pro altero fyﬁcmate Orxetur haec acquatxo ﬁ&a
tedudtioe. . - b

x&:pyj*&_‘l&.sﬂ_& SR

grge etiam infinitos cxrculos comple&mu' )
alxso wifa faciamus a==0, 5 =t ¢ ; et 160 P
et ¢ fcribamus pp et g¢ vt habedrhus 3= pg et
8¥=9q V(cc—gp) hinc, ergo . fiet

xr—fyy=({kr ek ”——-i“‘;(”: 9)z-g(frepa),; b+]zpq)x-kgn/(¢c-¢p)

“f -+£gpq, tun Vero etiam :
. l 2 XX
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xvicc~pp)-geqV(d-pp) (b+-kpg)y _
e e °t"x+mcc LHg=o
Vnde cum fit ¢— by elicitur

{g—kx)v(cc—pp)—kpy
pro altero fyftemate haec aequatio : o

- EP+fh)x _ (gb—fh)py __ f
FEZII =N T bkvter—pp) b

Quaé¢ cum hac forma repraefentari queat : ’
XX-t+ryy =py—aa pro circulis

alterius fyftematis aequatio erit.

. XX 4yy=qx-+aa itidem pro circulis, -

Talibus circulis in mappis mundi mieridiani et paralleh
referri folent.

XXV.

Ne ifte calculus tantopere fiat moleftus, fi in
genere velimus ponere ¢=Vp(a—+¢) et 8:Vq(b—1>) R
- .ptimo ‘hinc tam p quam ¢ per # et ¥ exprimamus
'vnde fequentes nafcentur aequauones
.o:btt—p(tt-}au)—ap(b«p) et o:aau+q(tt+uu)—bq(a+q)

Jam loco T et V capiendo ipfas coordinatas x ‘et
Jy ex formulis fuperioribus colligemus :

= (fh-gh)2—~fe—bklxxyy) — L’i".:é?‘_f:_é")—5"77
P= Rk(xx A=y y)um3gRX4-gE (‘IS"'G)"'I-HJJ )

= (_"%in '
Ponamus ad calculum contrahenddm
J—ba=hi et lcx-—g:k: vt fit flc—gb:bk(r-{-:) atque.

EEY Lo =
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—b rs—yy. g = —b w49y i
R e I R T ideoque
bbb rrisq-(rro-s5)yy4=9¢ — b b rro=
—+-uu—= . — 22, Ty
P-4 — kk (ss+200* . kR ssa-9y'

Nu'nc quia r et s abfciffam x inuoluunt , aequatio-
nes pro binis linearum fy@tematibus ita erunt com-
paratae. '

L o=b(rs—p)—prriay)sstyy) —“—"-‘-‘ggﬁ”(nm)'

IL o=a(r+s)yy-+q(rriyy Xsstay |- 2iata) ot gy )
quae ambae ad lineas quarti ordinis referuntur.
Nunc cafu @ — o, cuius euolutio ante valde erat
difficilis pofierior aequatio per s 5 —+yy diuvifa . fta-
-tim dat
o=rr-yy— Bt (54 39) fen bb(rrdyy)—bkke(sstyy)
quie ob r =% —x et s —x—f manifeflo eft ad
circulum , prior vero ob (rr—+y)(ss+y)=(rs—yy)
—-(r-+s)yyy abit in hanc: o=(b—p)(rs—ss)
—p(r+-sryy,

feu rs=yy={(r-5y Vgl patiter pro circulo,

XXVI.

- Ex folutione autem gencraii fupra data etiam
-hanc quaeftionem elegantifimam enodare poterimus,
quam alia methodo vix tralare liceat.

 Inmenire eiusmodi bina [yfiemata knearum [e
wmusuo normaliter fecansium , qaae ambo fub eadem ae-

Quarione consincamiur , i6@ Vi prousi parameiro valor
I3 tribua-




ey CONSIDERATIONES :

sribuatur el poftiuas vel megatigur ambo inde Waftan-
tur fyffemara,

Cafum fimpliciffimum huic conditioni fatisfa--
cientem iam fupra §. 1v. fumus adepti , quo haec
aequatio yy =pp—2px, prout parsmeter p vel
pofitiue vel negatiue accipitur , duas parabolarum
Yeriés exhibet, quae & mutmo ad angulos re@os
iaterfecant.

XXVIL.

Solutioném autem latius patenitém fepeiiemnus,
i ponamus

L ¥RV =0V ) = gy apgV -
quae forma permutandis parametris p et ¢, abit in
(99-pp—+2pqV — 1) =(~1}*(pp— Qq-aqu—-r)'
=(—1fxV=
ideoque tum x—yV—1 abit vel in k—-,ﬂ’-:
vel in —x—l—JV—I prout n fuerit ve) humérus par
vel impar. Illo autem cafu tantirh dpplicatd y
fioc ¥erod tantum abkiffa x hegative .hecipithi, et
Vv roque curuac manent eaedem , feu fub eadem ae-
quatione contentae. EX quu fi litterae a, B, vy, etc.

@ehoteat numeros impares quoscenqué ; géminam
f8lutionemn hinc confequimur :

I x+yV—1 = A(ptqV-1t *“-{—B(p—}—q‘l/- t%‘
- H-C(Pp~+¢qV —1)*7 etc.
1. x+yV*—k*A(p—p\ql‘~m)’“+3(ﬁ=%—7V“l)“
o +C(r+w~x)‘?en
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in priori fcilicet omnes exponentes funt numeri im-
pariter pares, in pofteriori vero pariter. pares: lit-
‘terae autem &, 8, ¢ etiam Bumeros negatiuos at—
que adeo frakos , dummodo numeratores et deno-
minatores fint impares denotare pofflunt. Generali-

us vero hae duae ita exhiberi poffunt, vt pofito -

- 49—[—2qu—1 =R formula x-4-yV—1 ze-
quari debeat fun&iomi wel impari vel pari ipfins R.

XXVIII.

“Adiungpre inftiper liceats hoc plqbbma; )

‘Inuenire eiusmodi curuas fecandas , v curuae

jbcar-zté.r ab illis nom aliter Ji/itrepem nifi quod coordis’

patae X ety inter [e permutentiy : fu Ot eacdem i~
neas ad- axem priori normalem ‘translasae illas norma-
Bier traiicians. !

Soluctar hos problema ope- huins fornpulse .
3ty Vet APV 1 Bipk Vs Pt Clp gV 1V

i loco exponentimm g, B, capiantus numeri im-’
pares vel formac 4i—+-1 vel formae 4i—4-3, Hu-
ius autem duplicis generis numeros impares in ea--
dem forma inter fe neutiquam. permifcere licet. Vn~-
de x—+yY —1 aequari debet eiusmodi funioni.
impari ipfius p—+ ¢V —1, in qua nullae aliae oc-
currant poteftates , nifi quarum exponentes fint vel:
omues. formae 4i-t-1, vel omnes formac 4i--g, .

DE
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DVPLICATIS.
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L. EVLERDO.

Si corporis cniuscunque propofiti vel foliditatem
vel fuperficiem vel alias huiusmodi quantitates

definire velimus, id per duplicem integrationem
fieri folet; Formula enim differentialis bis inregran-
da tali forma Zdxdy exprimitur, binas variabiles x
¢t y continénte quarum altera fola in priori inte-
gratione vt variabilis {pe@atur; pofterior vero inte-
gratio ad alteram iam vt variabilem fpe®atam in-
ftituitur. Hioc quantitas per duplicem iftam inte-
grationem refultans duplex fignum integrale pra

figendo indicari folet hoc modo: [fZdxdy, quip;
qua duplicatione formula differentialis propofita
Z d xdy bis integrari debere eft intclligenda. Hu-
iusmodi igitur expreffiopes geminato figno fumma-’
torio affetas hic formulas integrales duplicatas ap-
pello, quarum vfus curn latifime pateat, in earum
indolem hic diligentius inquirere , earumque pro-
prietates et affe@iones accuratius euolucre conftitui.

2. Pfi'
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2. Primpm igitgr com » ¢t y fot duse quan-
tifates vacibiles @ f¢ iapicem npn pepdentes, Z vp,
fp denqeet earum findiquem gnamcungue, frmu,
Le inegralis dyplicsean (/2 dhrdy. vis. jta gxponi
Popelt , -3t quacrendg Gt fumdip finita binagum s,
pm varigbilinm x ef y, quae A bis diffcreotiata ,
¥t in altera difiregtiatione fola. x in alters fola
pro variabili habeatur,, ad formulam Zdxrdy de.
dycat. la £i fueric Zi—q, cuidens fore [/g dxdy
=8xys seaenlins vero orit: ffadxdy g xy
o XY, dengupte. X, fangtionem guameunqup
P x o ¥ ipfies o, -gquandognidem..hag,dyse
auastitaws per gemingm illym diferengiagionem oy
cabcylo sepluggyr. b o
3 . In geagre swroms £ V' foerit elusmodi
“fanctio ipistum x et p., qeae bis differenciata .ira. ¢t
modo oft pmecsptum., pracbeat Z d.x dy; iewit quis
- dem  wtique V =< [if & dxdy; verym Juphex inges
gratio infuper fun&ipues arbitrarias X et Y, illam
\plius .3 fanc Jpfus - indyeit , vt Hi generaliffne;

ST 2aFky =N =Xy ¥y 5, L
¥x fatim . pesfpititur, -huinsmodi fofmulas ,dj
tiaJes -neceflavio afiectas offe sprodutto. da dy | neque
propexrea fecundumn thasc. figmifimasionem< tskes; fore
mulas .ff & dx* wel ffZ4dy quicquam Aigndficare:;
fquidem per ipfam: rei maturam exchadogorr , dem
in 3ltem dngegrasione-folp x, §u.aljera ¥ero foly Jn
wt varidbilis ya®taggs.
Jpp. XIV.Nou. Comm, -~ 'K " 4. Con~
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4 Conftituta fic forma huiusmodi formuls-
rum integraliam diplicatarum [fZdxdy, ita ve
x et y fint duae quantitates variabiles a fe inuicem
non pendentes et Z fun&io finita ex iis vtgunque
compofita , haud difficile eft duplicem integratio.

_gem , quam inuoldunt,. inflituere , quod quidem
prout primo vel x vel y fola variabilis confidera~
tur , duplici ‘modo fieri potef. Sumta fcilicet pri-
mo y pro variabili , altera x ve-cenftans traQatur ,
quacriturque integrale fZ dy ‘quod erit certa. quae-
dam fun&io ipfarum.x et y; qua inuenta ('ufcxpm-
tur formula differentialis 5/ 2Zdy in ‘qua iam .y
vt conftans folaque x vt vakiabilis tractetur, ecius-
que quaeratur integrale fdxfZ dy qui erit valog
quaefitus formulac integralis duplicata¢ propofitae
ffZdxdy. Si in hac duplici integratione ordo
varigbilium x et y inuertatur, valor quaefitus ita
exprimetur fdy[Z d x, qui ab illo- non difcrepabit.

§. Ob hunc confenfum fit, vt talis forma
J}Zdgdy promifcae five hoc modo fdx[Zdy
fite hoc fdyfZ d x exhiberi poffit; vtrouis autem
wtamur, regulae vulgares integrationis {unt obfer
vandae , i modo notetur in ca integratone , in qua
vel x vel y pro conftante fumatur, conftantem in-
trodudtam eiusdem fore fantionem gﬂamcunque Ve-
Jati fi pro ur ha a L —fdx

ob 42 dPl' MtA tau: lﬁr—l-n-l f/’sgao{ant{: _f_'?lﬁ‘;"
XXy Yy d=x? d x

ﬁxonem quamcunque 1pﬁus ¥, erit ffaElr — iz

A tang.
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A tang. Z - X, vbi in integratione adhuc perficien-
da » pro conftante hsbetur. Simili vero modo re-
periturffxi‘:f_%—qutaug Z. 4+ Y, in qua inte-
gratione x conftans affumitar , in quo  quidem
exemplo confenfus binorum valorum inuentorung

nen fatis eft perfpicuus.

6. Interim tamen verxtas confenfus per feries
facile oftenditur ; cum enim fit A tapg. % =z

— A tang, %, denotante = angulum reftum , et

A tang. % —2% —1;.+2;-,,,+=’g—etc.
erit ;

[&Atang. 2 = —2'+ ;;—;+;-};1,—etc +f:yet

S Avng. =Ty L + 25— b Letc. i
©X quarum vtraque oritur:

JEELS 7 _—X+Y-1+4 LalpEN. LY. Lo

XZ A=y p x¥ 2535
Verum vbi ambae integrationes fuccedunt , conue-
nientia fponte fe offert : quod quidem plunbus exem-
plis oftendifle fuperfluum foret, cum eius ratio ex
matura  differentialium et integralium perfc&c fit
demonftrata,

7. Haec igitur tenenda funt de iﬁiusmodl
formulis integralibus duaplicatis ,” quando binae varia-
biles x et y nullo plane nexu inter fe cohaerent,
ita vt in altera integratione altera, in altera wero
sltera conflans accipiatur. Verum tales formulae
| K a non

— etc.

49 :’
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‘pon conumdondas futit cdm 45, quibus vt 1nitid

dixi ; folidits et fupetficies corporum quoramcun-
que exprimi Yolét.- Ecfi 'esim hae formulue ceiam
duplicem -integrationesa requirunt , et in “priori al«
gera binarum varigbilium puta y fola vt variabilig
traatur altera x pro conftante aflumts , tamen
priori integratiope pera&a , €a per omnes valores
iplids y éxtendl ; ficque 'tandem loco' y eXtremus
valor , quemi’ récipere poteft , ftatmi deber , qui

,plenﬂnqub ab £ pendet , ita *vt “hoc valore' ‘poff

prnmm m&gmnonem Yoce y coaftituto in pofterio-
ri integratione y tanquam fun&io quaedam ipfius x
ingrediatur , neque propterea pro conftanti habeti
queat’, ‘qua xoaditione fit , vt gltera integratio pluri-
mum immutetur, etfi pnor fimili modo vt ante
abfoluatur.

. 8. 9Quod difcrimen quo -clarius pm-fpxcaatur s
exemplum ateuliffe fuuabit.  Quaeratur ergo folidj-
as fﬂhacra’c cuins centtum fit C et madius CA—a,
dc primo -quidem POLLio eins quadranti ACB infiftens,
cius elementum eft columélla Y Zy 2 areolae
Yy —=dxdy infifkens, pofitis CP—x, et PY —y
eritque eius altitudo YZ—=V (aa-xx—yy);
Jinc foliditas ¢columellae elementaris —dxdyV (aa—xx-yy)
quam- bis ihtegrari qportet. Maneat primo inter~
vallem CP—x conflans , et integrale [dyV (aa-xxy7)
ita fumtum , vt euanefcat pofito y — o, dabit per-

uunurlm mcolae PpY q infiftentem -, quac erge
Cl‘lt
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erit =15V (aa—55=9y)+1(@a-33) A fin. TET=E= -
Iam hoc valore in. altera integratione vti oportet, -
fed' antequam s -inducatur, per totim diftantiam
PM exteddi debet, vt habeatur elementum folidi-
tatis toti areolac Pp M m infiftens; pun@o autem
¥ ad M vsque promoto, fit y__,V(aa—xx),
qui ergo valor loco y fubftitui debet, ita vt in fe-
quente integratione quantitas y minime vt conftans
eonfideretur , haecque tractandi methodus plurimum
a praecedente difcrepet.

Y 9. Pofito ergo y —=V(aa—x¥), fit fdyV(aa-xx
—y)=F(@a—xx) cum fit Afin.r=7; ficque inte-
gratio adhuc abfoluenda erit [dx/dyV(ea—xx—yy)
—%¥/(aa—xx)dx, vbi quidem vnica variabilis
jneft , fed non ideo, quod iam hic y pro conftanti
habeatur , fed quia pro y certa quaedam fun&io
ipfius x eﬁ fubftituta,  Haec altera vero integratio
ita inftituty , vt euanefcat pofito x — o, .dabit foli-
ditatem pottionis fphaerae, quae areae CB M P in-
fiftit , quae idcirco erit —7(aax—}x*); vnde (phae-
rac oQans feu portio toti quadranti A CB infiftens
~prodibit pun@tum P vsque in A promouendo vt
fiat x—=a. Tum ergo foliditas o&antis fpbacrae
erit —¥4*, hincque totius fphaerae —*%q* vii
conftat. Ex quo exemplo intelligitur , alem  foli-
ditatis imueftigationem plurimum differre ab integra-
tione duplicata formularum primo expofifa,

K 3 10,
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10. Qucd fi non totum o&antem fphaerae, fed
cam tantum eius portionem quae arese re&angulari
CEDF infiftic mueﬂngare velimus, prior integratio ve
ante inftituenda eft, fed ca peraGaipfiy valor P M
‘debet tribui , qui qmdcm elt conftans et propterea
haec inueftigatio ad primum genus videtur accedere,
verumtamen eo diftrepat , quod integrale determina-
tum prodeat, cum ibi functiones indefinitac X et
Y inucherentur. Pofito ergo vt ante fphaeraec radio
CA=a, fit reGtanguli CEFD Jatus CD=¢"

et CE= f ct folidum elementare areolae PpYyq
infiftens erit vt ante

§Jv(aa—x-"—.}'j)+ (aa-x’r)AﬁHV( c-—xx)"
quod vsque ad M extenfum, vbi fit y =f; eric
'fV(aa——ﬂ'—xxH— (aa-xx) A fin. --.f

vode folidum areae CPE M infiftens fequeriti inte-
grah exprimetur,

JJdxV (aa—ff-xx)+if(aa- xx)dfom T
fi quidem ijta definiatur, vt euanefcat pofito x—o.
Euoluamus ergo feorfim has binas formulas.

1

11. Ac prima quidem ftatim pracbet ;
JdxV(aa-ff-xx :;xV(aa-ﬂ’-—ax)+ (aa-fA fin. - = —

S f=zxdx
s.lltera autem ob 4. A fin. ;L B = e
ita transformatur :

Saa~
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J(aa-xx)dx Afin. —(aax~}x")A fin

V(aa—xx) "V(ea—zxx)
'(aa——;xx)xxdx

N =i Viaa—fmy
ad quam pofiremam partem integrandam , notetur
‘ﬂ'c .

« fx _ afdx
- Afio. ¥ (aa—ff)(aa-xx) =/ (aa-xx )V(aa.-ff_xx)
“huius ergo dabitur multiplum quoddam , quod illi
formac adie@um pracbeat talem formam
(@a—3xx)xxdx

! @a—~xx)Y(ao—ff—xx)

. fx |

+MAﬁﬂ. V(d; -—ﬁ”)(aa—xx)

__ leaxx—3x'+-maf)dx

_ _.f(aa—xx) Y(aa-ff-xx)

vt aaxx—ix*—-maf fiat per aa—xx dinifibile , id
quod fit fumendo m—=—1%; hincque erit

(aa—3xz)xxdx 24 fx
F) (aa—xx)V(aa—ff—x2)"" 3f Afin. V(aa—f)(aa—xx)
. (2aa—2x)d x

, - ;fV(aa —ff—xx) "
r2. Cum igitur fit
(2a0—xx)dx x '
J Vigac, .?:}3‘—):;(3“+ f)Afin. WHxV{mﬁxx)
(aa—3 xx)xxdx

f(aa—xx) V@a—ff—xx)

erit . . -,
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= 22 Afin. gl - H3aaH A fins 2o iV (g0-ff-xx)
hincque . . . . [tasa—xx)dzAfin.
= (aax—ja*) Afio. o —3a Afin. L2
~+3f (3aa-+f)) Afin. g o3 fx V(aa—ff—xx).
Qﬁhr’e pofito. ¥=CD=¢, erit foliditas portionis
fphaerae reftaggulo C DEF infifteatis :
sefViga-eef)+iflaa-f)Afin. ot o 3 ve(30a—ee)
Aﬁn.ﬁl—.éa’Aﬁp.:m—fﬁf—mﬂ -+ I‘if(.s aa :"'ﬁ-')
Aﬁn.;,—“%—_—f-f—,;"" wuef ‘{(da.ﬁfe-f-‘rﬁ-) :
quae expreflio redycitur ad hanc : N
e fY(aa—ee—ff )+ f(3aa-f) A fin. ;2 +-ie(g20-00)

P : ¢
Afin.lo —5a* Afin. Viea—eejaa—g) *

Ya@a—z3)

33. Si ergo. reGanguli terminus F wsque: ad
peripheriam porriatar vt fit ce+F=aa, pri-
mum membrum euangfcjt et arcus ci;;n!gx;gg tria
zeliqua afficieatss -gbeupt in gngulpm redtpm feu -5,

aeritque  foliditas ~ :
i(iagertaaf—id—if'—1d")
feu b=V (aa—ee)
n((2aa--e¢)V(aa~ee)—2a'+3qae—¢)

{(quod flidum fit maximum , .ﬁ‘-fizt.:v“’-‘, fitque
id tum =TCE—=2v2  qum foliditas o@antis fphae-

.12 §¥2

+ae et =7 4. Ita W neftrum folidum fit =d
oltan-
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ofantem fphaerae vt s —2V 2 ad 2V a.  Sin
autem puntum F non ad peripheriam quadrantis
pertingat , fueritque f — e erit foliditas quaefita
—1ecV (aa—2¢)+ie(3aa—ec)Ain g =reia° Afing
Quare fi fuerit

Afin, o ——: A fin. =2, =d":¢(3aa—¢)

Y(ag—

folidum algebraice exprimetur.

14. Quo autem rem generalius comple&amur Tab. L.
quaeramus folidum areae cuicunque GQHR infiftens Fig- 3-
cuius elementvm cum areolse Y y—d xdy infiftat,
idque it —dxdyV (aa—xx—yy), prima inte-
gratio fumto x conftante praebet ;dx(yV (aa-xx—yy)

Sint iam ex natura curuae G Q HR diftantize ex-
tremae PQ—¢g et PR—r, atque folidum elementare
areolae QR infiftens erit :

J %‘-\-‘f'}’(aa'—xx—rr)-}‘-(ad—xx)Aﬁn.ma—:_;%
ldx . Lo
g —qV(aa—-xx—-qq)—(aa-—xx)Aﬁn."v('u—?_;?y

Quare cum g et r poffint effe fun&iones quaecun-
que ipfius x , euidens eft quantum abfit, quo minus
quantitas y in fequente .integratione pro conflanti
habeatur. Sequens autem integratio a valore ¥—OFE
vsque ad valorem y—OF eft extendenda.

15. Si figura bafis GQHR a re@a CA ’lt;gb. L
traiiciatur vt quacratur folidum bafi CGH infiftens 18 4
Tom. X1V, Nou.Comm, L - cuius



Be DE FORMVLIY -

cuius pAtura exprimatdr aequatione quacanque inter
CP—2x, PR =r, erit folidum:

ydx(rV(aa—2x—rr)+(sa—xx)Afin. — T -

Y(gaa—zxx)
vbi problema non inelegans fe offert, g fFgure
bafis CGH quaeritur, vt folidum .ei infiftens algebraice
exprimatur. Statuatar in hunc finem r—uV(aa-xx)
vt folidum indefinitum areae C P R G infiftens fit:

if(aa—xx)dx(uV (1 —uu)+ Afin.u)
quae exprefiio transformatur in hanc:
s(eax—3x*)(2V (1 -uu)3 Afing)
—f(vax~ix)duV (x=uu)
Fiat iam /"(aax-—;x") duV (1 -yz)=na’Afin,u+a'ty
exiftente U fun&ione algebraica ipfins u, et cum
fit foliditas .

i(aax—x*)u V(1 -uu):-aqu-(;aax—;x'-nf) A ﬁn.ic

€ erit algebraica cafu —a°—4-324x=6nas": dum-

modo # euanefcat pofito ¥—o, tum enim foliditss
erit —na’uV'(x —uu)— 25 U.

16. Ponamus JU—=U"dy, ac prodibit haec
inter x et & aequatio:

] a3 — 7na? a® O
aax 'x,'_n-—-uu +'V(x—'-uu)'

Fingatur U=muV (1 —uu), erit U":@E)—', et
, ] ] =Ny
;:tu cuanefcat pofito x—o, debet efle m——p s VE

aaxh'x!:ﬂl‘l‘ 1 — 309% —x%
? 1—us ? fu “_—V‘M‘-l-uax—‘if‘
' | hinc-

e et
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hincque =V 8s200ei2=20  Tam ob yV/1—uy)

p x;;nd‘-l—s aqx—x3% o® yonal ( "
o Y6na5(180% = K : -—2n a° (3¢a20—x

Si haec foliditas locum habere debeat, facto

. Y. e (aa_.xx)(xanx—-xi) —y %(a—2x) (saa—xx
x_‘ 9 ﬁt ”:! [ r— V -"43..'_3@“&—:‘ - V (""Ixza_t)

ac pofito x—a, erit foliditas —ja*, et curua pro
bafi inuenta cft linca quarti ordinis.

17. Quae hic de foliditate portienis {phaericae
datae bafi infiftentis funt tradita , imili calculo ad
quaeunis alia corpora accommodari poffunt, cum
tantam in formula Z dx dy quantitas Z alio modo
per x et y determinetur dum hic erat Z=V(az-2x-yy).
Quin etiam fi fuperficies corporis cuiusconque datae
bafi imminens definiri debeat, id integratione gemina
fimilis formulae differentialis Z 4 2 dy eodem mpda.
expedietur : ita fi corpus fit {phaera, elementum
foperficiei arcolae clementari bafis d x 4 imminen-~

. adxd y — 3 P— a :
tis eft Thimsaoy; ita vt fit Z,__f(au_iwx_y’,,

cuius geming integratio pari medo pro ratione bafis,
cui imminens portio fuperficiei quaeritur, eft infli-
tuendd. Atque in genere quantitates quaecunque
aliae cuiusuis corporis, quae certae bafi re(pondeant ,
ope fimilinm operationum determinabunzur. '

18- Quaecungue ergo Z fuerit fantio ipfarum
2 et y pro integrali duplicato //Z4dxdy primo
quacritur integrale fZ dy , quastitate ¥ V¢ conflante
fpeQata , idque extendatur per totam guantititem y,
- L2 - . ficque
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ficque extremi valores ipfius y in computum in-
gredientur , quae erunt funtiones ipfius x, ex
bafis figura coguitae: ficque pro fZ dy orietur
fup&io ipfius x, quae in dx ducta denuo more foli-
to debet integrari. ldem tenendum eft, fi ordine
inuerfo primo formula fZ dx integretur , fpeato
y vt conftante quod integrale dum per totum itter-
vallum x extenditur extremi valores ipfius x eidem
» refpondentes , qui erunt fun&iones ipfius y,: inue-
heatur , ficque / Z 4'x abibit in fun&ionem ipfius y
tantum’, quac per dy multiplicata denuo ita inte-
grari debet , vt integrale per. tatum interuallum y
extendatur, . Veroque fCilicet modo integratio per
totam bafin eft extendenda, eademque praccepta funt
obferuanda , qualiscunque Z fuerit fundtio ipfarum
x et y. : ‘

10. Bafi ergodata, determinatio integrationum
perinde & habet, ac fi quantitas -Z efler conflans,
quaerereturque tantum integrale ffd xdy, quo area
bafis exprimitur. Quare ad praecepta , quae in de-
terminatione horum integralium obferuiri oportet
ftabilienda , . fufficiet pofuiffc Z — v, vt integrale
duplicatum ffdxdy definiendam fit fiue autem-
fumatur x fine y , extremi valores vtriusque deter-
‘minabuntdr per aequationem bafis figuram expri-
mentem. Scilicet priori integratione perata, vbi
punétum Y wbicunque intra terminos extremos erat
afflumtum , tum hoc punitum in peripheriam bafis

. trans~
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transferatur, quo pato x et y fient coordinatae
bafis , inter quas aequatio datur, ex qua deinceps fiue
Y per x fiue x per y determinabitur.

20. Quae quo clarius perfpiciamtur, famamus
bafis figuram effe circulum centrum in G et radium
G Q habentem, ponamusque CF=f; FG=g, et
GQ=c¢, erit pun@o Y in peripheriam huius circuli
translato cc=(f— x)" =4 (g —r ). lam ad aream
huius circuli inueftigandam fit primo x conftans,
eritque /dy =y +- C, et quia y habet geminum
valorem in noftra bafiy =g + ¥V (ce—(f- x)),
haec integratio ita determinetur, vt integrale euanefcat,

dum ipfi y minor horum valorum g—V (¢ce—(f -x))
tribnitur , ita vt fit -

Jidy=y—g+V(ec—~(f—x))

Nunc ergo y vsque ad alterum terminum y — g
+V (¢ce-(f-x)*) extenfo erit fdy=2V (¢cc-( f-x)*),
quod jam per dx multiplicatum et integratum
praebet: Jaxfdy=C—(f-x)V (cc—(f-x))-cc A finf=2
quod vt euanefcat pofito x =f~¢ it C=cc A fin. 1 =% ..
Porro ftatmatur x —f—-¢. et ob cc A fin. o
=—c¢cAfin.x =—7cc erit area quaefita tota
=fcc+5Sce=m=mcec, vti conflat.

2%. Si has determinationes accuratius pei-
pendamus videmus extremos valores ipfins x ita

e¢ comparatos, vt alter fit maXimus, fiquidem
L3 : bafis
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bafis tota quadam eurva in fe redeunte terminetur:
Hi ergo ambo valores reperientur , fi aequatio natu-~
ram bafis exprimens differentietur , et d ¥ — o po~
natur. Quando autem bafis non vna quadam linea
curua terminatur , fed portione quapiam veluti
CGH continetur , cuius bafis CH fit maxima tum
minor terminus ipfius x manifeflo eft — o , maior
autem ipfi CH aequal's: eodemque cafu termini
applicatae P R abfciffae CP — x refpondentis funt
alter —o, alter vero — PR, Quacanque ergo
bafi propofita eius figura ante probe eft examinan-
da ipfiusque termini quaquauerfus explorandi, quam
inueftigatio areae vel cuiusuis alius .formulse inte-
gralis duplicatae fufcipi queat: definitis autem ter-
minis quibus area continetur , inde dsterminationaes
integrationum funt petendae. :

22. His de integrationum determinatione ex-
pofitis , infignes maximeque notatu diguae aff&io-
pes huiusmodi formularum integralium duplicata-
rum perpendi merentur , quae in earum transfor-
matione occurrunt. Scilicet quémadmodum coordi-
natae eiusdem curuae infinitis modis fumi poffunt ,
ita hic loco binarum varisbilism x et y, binae
quaecunque aliae variabiles in eomputum introduct
poflunt , fiue eae pariter fint coordinatae, fiue aliae
quantitates vtcunque definitac. Ita talis transforma-
tio in genere ita concipi poteft, vt loco x et g
funttiones . quaecunque aliarum duarum variabilium

: t et
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$ et © fubllitmantur, hisque in aequationem pro
bafi datam introdu&is, fimili modo limites fharum
quantitatum ¢ et © quibus figura bafis terminatur,
definiri poterunt.  Vtcunque antem hae fubftitutio-
nes fumantur , tandem poft daplicem integrationem’
femper eadem quantitas refultet necefle eft.

23. Si loco x et y aliae quaecunque binae
cooidinatae orthogonales introducantur puta 7 et o
quod fit in genere ponendo :

x=f+mitoV (1-mm)ety=g++V(1-mm)-mo

manifeum cft elementum areae bafis, quod ante
erat dx dy, nunc per d+dv exprimi debere, Cum
autem inde fit

dx=mdt+doV (1-mm)etdy=d: V(1 -mm)-mdo

minime patet , quomodo loco d xdy per has (ubfti-
tutiones oriri poflit d#dwv; dum potius prodiret
dxdy—=mdrV (r—mm )4 (1—2mm)dtdo
—mdv*V (1 —mm) quac autem formula, vtcun-
que ad geminam integrationem adaptatur, femper
in maximos errores inducet. Multo minus ergo
hinc colligere licet, fi loco x et y aliae functiones
ipfarum ¢ et o fubftituantur, cuiusmodi expreffio
loco d x dy adhiberi debeat.

24. Ac primo quidem obferuo nullam hic
efic rationem , cur expreflio loco dxdy in calcu-
Jum introducends ei aequalis efie debeat; quod tum

demum
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demum necefle effet, fi binae integrationes eodem
modo vt ante fecundum binas variabiles inftitueren-
tur. Cum autem nunc aliae variabiles z et v ad-
fint , atque altera integratio per variabilitatern ipfius
#, altera ipfius @ fit adminiftranda, quae operatio-
nes a praccedentibus plurimum differunt; formula
jam loco 4 xdy inducenda non ex aequalitate aefti-
mari, fed potius ad fcopum, qui eft propofitus,
accommodari debet.  Et quoniam jam binas inte-
grationes fecundum binas variabiles ¢ et v diftingni
oportet , manifeftum eft formulam loco d x dy ad-
hibendam neceffario producto d:dov affe@am effe,
et huiusmodi formam Z 4t d o hatere debere.

25 Quo haec certius expediantur, meaneat
primo x, et loco y introducatur alia variabilis u,
ita vt fit y funtio quaecunque ipfarum x.et u, et
dy =Pdx—+Qduy. Siiam in priori integratio-
ne x conftans fumatur, erit vtique dy =Qdu,

hinc f/fdxdy = fdx[Qdu, ita vt nunc loco for-

mulae dxdy habzatur Qd xdu, cuius integrale
duplicatum proinde etiam hoc moco exprami pote-
rit fdu[Qdx, vbi in priori integratione fQdx
quantitas # fumitur pro conftante.  Quodfi nunc
fimili modo u retineatur et loco x introducatur
funtio quaecunque ipfarum ¢ et #, vt ficdx—Rds
=+ Sdu, in tradtatione formulae /44 /Qdx prior
integratio fQd x, in qua % conflans ftatuitur, abi-
bit in hanc fQR 4#; ita vt integrale duplicatum

: © e
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%it fdufQRd: fen promifcue //QR Az dy vnde
manifeftum eft ob has ambas fubftitutiones loco for.
mulae dxdy hanc QR dsdu traQari debere,

26. Introducamus nunc flatim loco x gt ¥
has duas nouas variabiles 5 et %, per quas illae itg
determinentur , vt fit: :

dx—=Rdi+Sdu. et.dy=Tds+Vdy

vnde valore ipfius 4x in forma dy— Pdx4Qdu
fubfticuto fit 4y =PRI+ 4+ (PS4 Q)dw, ita ve
Gt PR=T et PS4+ Q=1V, vnde fit P=T et
= +Q=V ficquu QR=VRZST." Quare vi
harum fubftitutionum loco d x d 'y vti debemus for-
mula (VR—ST)dt du quae bis integrata juftis ad-
hibitis determinationibus ' aeque aream totius bafis
pracbere debet, atque ipfa formula dxdy bis inte-
grata. Quod autem hic pro formnla areae bafeos
Jfdxdy eft ofteofom , locum habet pro quacunque
alia formola [fZdxdy, quippe quae per easdem
" fubftitutiones transformatur in hanc J/Z(VR-ST)
4% dy'dummodo in Z loco & et y affumti valores
fubflituantur,  Pari enim modo bings integrationes
ex figura bafis determinari oportet.

A

27. Quod fi ergo pomatur: © - o
dx—Rd:+Sdu et dy=Tdt+Vdu |
doco dxdy confequmur (RV—ST)dsdu , quae
formula plurimum difiert. ab e, cui produGum
-7 ‘Tom. X1V.Nou. Comm, M dxdy
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dx dy. redera- eff adqldle ;- etiamE enimr termini per
ds’ et d& afe@i ; vtpote ad duplicem inte=
grationem - inepti , reiiciantur tamen qued reflat
(RV+-ST)dsdu ratione figni a vera formula dis-
Crepat.’ Verum hic bott leue dubium éXoritir quod
éum ‘coordinatad & et y pari paffu ambulent, noftra
formula potius differentiam RV—S8T quam inuer-
fam ST—RV ‘comple@atur: quod dubium'e6 ma-
gis augetur ; quod fi fuperius ratiocinium refpe@u »
et g inuertifemus esedem fubmitutionies nos reuera
ad fornuiam (ST—RV)drdu perduxiffent.  Sed
qu:a totum decrlmen tantum in figno verfatur, al-
teraque formula alterius eff megatioa, hinc determi-
matio abfoluca dreze bafis, ‘quippe cuius quantitas
abfoluta quaeritnr , nullim mutationem realem pa~
tlt(ll'.

28, Hiec autém inagis fient perfpicna , i
fnodum quo fupra (20) ad aream EQHR inuenien-
dam vfi fumus attentius confideremus.  Primum
fcilicet ex integratione formulae [/dxdy deduxi-
mus. banc dreah —fdx (PR —PQ), vbi quidem
PQ a PR fubtraximus, quia manifefto erat PR
>PQ, fed in ipfo calculo nulla continetur rano,
quae praecipiat , Vvt potius PQ,a PR quam vicis-
fim PR a PQ fubtrahamus, ficque non aduerfante
calculo potuiffemps aequo jure eandem aream per
Sdx(P Q—a— PR) éxprimere, quo pado ed negati-
va fed priori aequalis proditura fuifflet. . Ex qud
perfpicuum eft fignum -~ vel — non quanﬁmmm
\ . ‘ : . - . Gtéaet
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Arese , quae quaeritur , -afficere, et ealculum pari
juge ad verumgque perduccre poffe.  Quam ob cau-
fam faperius dubium ita diluetur , vt dicamus aream
guaeficam ita xxpnm: debere , vt fit = [Jdtdu
(RV—ST), et vt area pofitive expreffa | prodeat ,

- quouis cafu eo figno vtendum efle, quo -+ (RV-ST)
reddatur quantitas pofitiuna.

29. Hinc etiam dubia, quae forte oriri pos~
;fent -circa -inuentionem areae -curuarum, .quarum
partes wtrinque ad axem funt difpofitze , et quibus
-tyrones .{acpe non parum turbari folent, ficile ré--
foluuntur.  Si enim curnae Q AR ad axem A.P Tab. L
relagae agea tota QAR abfeithe AP==x refpon- Fig. 6.
dens definiri debeat , einsque ,partes. AP Q et APR
feorfim . conﬁderentur, certum . eft fi alilera APQ af-
firmatiue fpeGetur vt fit =—4-Q, alteram A PR
negatiue concipi debere , vt fit == —R. Neque ta-
.men hinc fequitur aream gojam QAR -fore =Q-R,
guippe quae euanefceret , fi ambae partes A PQ gt
-A PiR effeat aequales ; fcd _perinde ac fi ambo pun-
(Qa Q .et ;R ad eandem axis -partem fita effent,
.area ,perpetuo et ——+ fdx(PR —P.Q), vnde ob
JPQ.dx = Q et fPR. dx —=~—R, fit tota area
-=4A{Q-+R), vt reipatysa poftplat.

30.-Ope ;gutem talivgn “fubflitutionum , - quibus
-10c0- binsrum -varigbilinm » -et Y binae ‘quaccunque
~akige introduesnatur 7 et « -faepe.numero integratio-
< ReS, ,plarmmm fubleuari ‘facilioresque ,xqddi poffunt ,

M 2 et
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et quouis cafu haud difficile eft fubftitutiones maRi~
me idoneas reperire. Veluti fi area c1rcuhEQHR
ad axem CP relati definiri debeat, vbi ob CF ==
FG=—g, GQ:c erat cc::(f——x) +(g=y), poni
conueniet

— A — t tu
=¥ =g & &~V =3a5aw

vt fiat 12 =cc et 1=¢. Tum. vero ob

- —_—dt tudu — —udt __ tdg
dr= —Y(a-ul +— et dy = Ya—+4uy) s

(s +uu,l (1 4-uznp

loco dxdy per §. 27. adnpnﬁ:nmur' dtdu((l+an),

o fun ) —tdtdu cuius duplex integrale ita ex-

(14-un)? x + .
primatur; f f tdr. Iam vero et fedr=1zss
dum ipfi #

=;:cc, et area tota erit icof A,
+uu

omnes valorés poffibiles tribuuntur , quandoquidem
u non amplius aequationem pro bafi afficiebat.

31. Quo hun¢ vfum clarius explicemus, con-
fideremus iterum fphaeram centrum C et radium
C A = g habentem , cuius portno bafi circulari per-
pendiculariter mﬁﬁens quaeri debeat. Quia radium
C A per centrum huius circuli G ducere licet fit

'FG=g=o, vt fiat cc=(f— %) 2y, et fo-
lidum quaefitum -—ffdxdy V(a -—xx—-yy)ﬁa-

tuatur iam x_._',(,+uu) t = g Ly vt fiat
Xx4-yy—1t, et-V(aa—xx—yy)=V(aa—it), et
Pro dxdy prodeat 12L2%  jra vt foliditas quaefita
ita exprimatur f/"4142Y@—10, quae integrationes

deter~
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determinari debebunt ex aequatione hinc pro figura

: R g 2ft
bafis oriunda : ¢e=f— ZL 14, vode fit

—fH+ (e gccnu—ffun)
vel ¢+ = Y(+4uu) -

vel V(x—-wu) =2

32. Confideretur primo # vt conftans, fiet-
que integrale = /rd:V (@a ~~t1). A tang.u, vbi
conftantem adiici non eft necefle quia euanefcente #
fimul y euanefcit, quaeramus enim primo folidum
femicirculo infitens. At integrali hoc primo ex-
tenfo ad terminum extremum, ob A tang. ¥ — A

COf. mﬁ ﬁt ld

- ff—cc-tt
fidiV(aa—zt) Acof =

cuius integrationis limites funt 1 —f—¢ et t—f--c.
Si non foliditatem huius portionis f{phaerae, fed
cius fuperficiem bafi quafi imminentem definire vo-
luifemus peruenturi fuiffemus ad hanc formulam =

atdt ff—ec-tt
V(an—tt)-Acor' 2 ft

at operae pretium non videtur eius integrationem
fufius profequi.

33. Methodus autem huiusmodi formulas in-
tegrales duplicatas traGandi haud parum illuftrabitur
fi eam ad problema illud quondam famofum Floren-
tinum accommodemus , quo in fuperficie fphaerica
portio geometrice affignabilis requirebatur , cuius
fuperficies algebraice exprimi poflit. Immineat talis

M3 fphac-

Tab. 1.
Fig. 4.
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fphaerae portio curuze GRH caius propterea fign-
ra eft determinanda : ‘in qua fi .ponatur CP—u
PR —y, fuperficies fphaerae imminens hac formu-
Ia integrali duplicata exprimitur_[[”a:i::i”)
Iam nulla fubftitutione .adhibita , fi primo x pro
conftante habeatur , prodibit fa d x A fin. jr75"—5)
qua pottio fphacrae aream indefinitam CPR G te-
‘gens exprimitur ; et quaeftio nunc -huc redit , wt
eiusmodi aequatio dlgebraica inter ‘x et y affignetur,
‘wvnde ‘pro ‘tota area C'HR’G -portio fuperficiei
fphaericac ei ‘refpondentis ‘fiat dlgebraice affignabilis.

34. Ponamus breuitatis gratia _—2_ —o,

V(e@—xx )
vt fity—=wV(aa—xx), ac pofito xr— o fiat
v — n: quoniam fuperius -integrale -emanefcere debee
~pofito-x = o.: Erit ergo fuperficies fphaerica aream
-iadefinitam -CPRG tegens —axA fin.v—a/ ;242
-fumto-hec integrali ita vt euanefeat pofito .,x = o.
Statvatur . nupc [ 242 —fA 0.0 —aV , deno-

(1 —o7) .
tante V funtionem quamcnnque . algebraicam -ipfius
r’V » quac abeat in N pofito + = o, eritque fuper-
ficies noftra ZaxAfin.v-afAfin.w+aaV-4faAlin.n-giN,

- atque & per o ita determinabitur, vt fit, °

o — "”:‘V( lv‘;"l"').
x—f‘h . a7V

fit. iam -C"Hf:bi -4C -ponatar 'x":bri ;qu’o "\cg{:u

fat o—w st V=M, et cum . fuperficies , propodi -
.ta. fit '

abikBnam ~afoy fin.m-itea g Mo ¢ i G <N

~
A
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€x algebraica effe nequit nifi fit
bAfinm—fAfinmfAfinn—o

35. Hic igitar primo arcns quorum finug
funt m et n inter fe commenfurabiles reddi debent,
nifi forte fit #==0, quo cafu fufficit fieri »—f,
Quod etfi fagle infinitis modis praefari poteft .
tamen hoe preblema multo facilins adhibendis fubfti-
tationibus ante expofitis refoluetur.  Ponatur ergo
¥ = s etJ:’_’_“_t"_"‘T‘,"‘:%},;w fiat xx+yy—et,

et pro dxdy prodeat == , atque fuperficies

su ?

portionis fphaericae hac formula integrali duplicata
: atdfdu i .
exprimetur. [/ =55 rei = Sumatur primo g

conftans erit ea =/ 22% (5 —V{aa—1rt)) quae
iam ficile abfolute integrabilis reddi poteft: ponatur
€nim aequalis functioni algebraicae cuicunque ipfius
u quae fit — V eritque b—V(aq—1s)=20kun)
et portio fuperficiei fphaericae adeo indefinita erit.
=V, vbi pro V fun&ionem algebraicam quamcun«~

que ipfius # accipere licet.

36. Simpliciffimae folutiones deducentur ex
bac hypothefi V — fl2+fu) - ynde fir Y
——au—+%

— (1 un) hincque
b—¥(aa—t3)=f=xu,

Ponatur
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39. Tota ergo cirm dn guadrante defcripte
figuram hobebit ERFGC, et du®a in ea ex .C
ae¢ta wicunque CR, angulique B .CR tangens &t
= u, tnm portio fuperficiei fphaeicac f&ori ECR
imminens -algebraice potenit afhignari , eripque ea
=iaau. Quere § ‘CR ad accurfam cum pangeste
A T producatur, eb A T=aw# ea portio praccife
aequabitur triangulo C AT: et portio imminens
fetori ECF erit —;@a, fi autem angulus E CR
maior femirecto fumatur, vt fit ¥ > 1, quia tum
V{aa—i13)=V (aa—xx—yy) quae et elenatio {fu.
perficiei fphaericac fupra quadrantem , fit negatia ,
fuperficies in inferiori e¢tante capi debet.  Quadf
huius curiae sequatiogem .inter coordinatas CP—g
st PRy defideremus ob i/ =xx~7y @t =%
habebimns 2

420 -4y =aa(§-4- 122 — L) = Letbpilmery

quae divifa per xx—j-yy praebet:
4X—=3aaxx—aayy feu yy:gxx—%“

40. Hanc folutionem reddere poflumus gene-
raliorem ponendo V=—abu, fictque u~¥'(ae—13)
=&(a -~»u) hioc V(wg—i:)=a-b—buu, ergo
$t—2ab~bb-2(a~b)bun—bbil* =(1--yu)(20b

~bb—bbuu).

Qua ad coordinatas orthogonales translata , diuifie
per ¥ x--yy iterum fuccedet, fietque

¥ =(2ab-bb)xx-bbyy feu y =7 V(2ab-bb~xx)

- 3Q
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wc portio fnperficier fphaericae fe®osii ECR huiue
_curuae jmminens esit —222—5 A T: quie ox-
preflio locum habet , quamdw su<i=*; hac eft
dencc anguli E C K tangeas: fiat —V"'—b, vbi &t
t—a. Tum vero angulo ECR vkra au&o per-
" pendiculares fuper curua ere®se. ad hemifphaerium
inferius protendi debent, quo cafu fuperficies eo
magis augetur.  Si erge fit A=—a quiz V{ae—11)
vbique fit quantitas negatiua , quantitas & AT por-
tionem fphaericae fuperficiei ad inferius henufghae.
rium continuatae exprimit.

41 Sit ad.huc b=a, ac ponatur V—2l+ty
—aa” vt fuperficies affignanda ecuanefcat pofito y—o,
eritque

—_— 2 $\ i Q) — - a@—
a—V(aa—piy=e=unt et V(¢a—rt)za- ~ S

vbi notssdumr- eft, fi haec exprefho fist negstiva,
ibi in hcmafphaermm inferine defdendi. Hx  hia

attdm peodit
t l—— il —ay — Reup
t"(t-d-xu) 1 uUN

Quare euapefcente angulo E CR cuius. tangens —g,

1t &t — —€ : ¥
erit &£ —2 8 — 88, at fi w—} , euanelit 5. Pro

altera parte axis CA fit 4 npegativum, ac pofi-
0o s =—vu haBetur fuperficies ncgatine exprefla

V= vu_,..,,,, —aa®* et curua hac definietur ae

quatione

rt 208 v) av
B e s

N 2 vade
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vnde pofito o infinito prodit tt—2a—aa; vbi
rea CR fit in curuam normalis, quod etiam eue-
nit, voi v =§ et Ll =2 V(@a+ 88— aa—EE.
Quare ne fiat ¢ 1magmar1um oportet fit V(a.oc+ 88)< 2.

. Confideremus cafum quo a = — %. et

—_ 1 1 -o-u R
e=—+, vt fit Tuperficies V—=aa(;, ~ Al

t_l_‘_....- 2(14=u) __ (1 4-u)p

aa = ya(i—4-uu) 2(1 ef=-nuu) |
vbi patet i ¥ —= —1 fore 7 = 0; tum vero vt fee

quitur :
ﬁu:o;ﬁu—-:;ﬁu—7;ﬁu:m S
erit —aV 2=l r—a; t=aVi; 1—aVYi=k

vbi notandum cafibus # = 1 et g = retam C R
fore in curuam normalem. In hac crgo quadrante
curua noftra fere cam quadrante confunditur , cum
vbique fit proxime z=—g: cui portio fuperficiei
fphaericae imminens erit —aaeV 2, quae deficit a
fuperficie totius octantis , quac eft 7aa parte fatis
parua aa(T—V 2)=o, 15658aa4. Ad alteram axis
CA partem haec curua in centrum incidit vbi tan-
gens cum CA faciet angulum femireGum. '

43. Verum folutio §. 35. data multo magis
amplificari potet , cum enim fuperficies fphaerae
aﬂignanda hac formula exprimatur [ 24 f_td1

tuu Y y(a—tt) 2
et in’ integratione /-L21 . quantitas # vt conftans

confideretur, integrale ita exhiberi poterit U-V(ag-¢t),
stenotante U fun&ionem quamcunque ipius #, quae
- formu-
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formula quoniam euanefcit fi V( aa—1tt)=U et
t—=V(@a—UU), ab hoc termino quantitas z vlte-
rius protendi eft concipienda. Denotet iam V aliam
quamcunque functionem ipfius %, quae abeat in C
pofito #—o, ac ponatur fuperficies

24 (J—-V(@a—it))=aV.—aC

1 +uu
eritque hinc U=V (aa—i5)—

3 — dV(l+ﬂu)
ideoque Vea—it)= U—.—;—u-—.
vnde alter terminus ipfius # definitur.

44. Hinc igitar folutio problematis Florentini
ita generalifime adornabitur. Conftituto quadrante
circuli ACB, cui o&ans fphaerae infitat , radio Tab. IL
C A exiftente —a, ductoque_radio quocunque C §, Fig: o
vocetar anguli A CS tangens —u; tum primo cur-
va EQG ita conftruatur vt fit CQ=V (4a-UU),
et perpendiculum ex Q ad fphaericam vsque fuperfi-
ciem eretum QM=U, denotante U functionem
quamcunque algebraicam ipfius ». Si #=—o abeat
CQ in CE, et QM.in EI.  Deinde alia defcri-
batur curua F R H, vt fit :
CR V(all (U dV(t-l-uu))')
et perpendiculum ex R ad {phaeram vsque pertingens
RN=U-¢ V(: .+u u)

denotante V alidm quamcunque functionem algebrai-
cam ipfius #, quae abeat in C i ¥=o0; quo cafa
fimul CR in CF et RN in FK abeat. Jam his
duabus curuis conftru&is portio fuperficiei fphaeri-

‘ N 3 cae

dV(l +uu)
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cac area¢ EQRF itminens: et intra termined
I, K, My N contenta, algcbraice exprimetus erit-
que —a(V-C). )

45. Haec de natora formulirom integrsiiom
duplicatarum commentandi’  occafionerm  prachuit
problema aeque elegaus atque vtils in amadyfi, fi
quidem eius folutionem euoluere liceret. Quaere-
batur fcilicet inter onmia corpora eiusdem foliditatis
id , quod minima fuperficie- contineretar: quod qui
dem ad ternas ccordinatas orthogenales x, y et &
relatum. 4 pofito dz=pdx—-qdy ita analytice ex~
primitur , vt jnter omnes relationes harum trium
variabilium , quae eandem quantitatem. huijvs formu-
lac. integralis duplicatae [fzdxdy contineant, ea de-
finiatur cui minima quantitas huivg JdxdyV{(x-+p-i-99)
refpondeat. Quod problemx fi per theoriam. variatio-
pum aggrediamur , effici oportebit vt fiat

ad[fdxdyV (1+4pp+qq)=0[(zdxdy
ita ¥t totumn pegotium ad variationes huiusmodi
formularom  iategralium  duplicasarum.  indagandas
reducatur, )

46. Quoniam- vteaque formuls duplicém in-
tagratioem exigiv, fi in priori 2 pro' conftante
habeatur , noftra acquatio ita- reprlefergabitus :-

adfdxfdyV-(1—=pp—+-q¢)=0/dx[3dy
Verum: hic- prebe animaduertendum. eft, poftquam
integratia fdyV(s—-fp-+94) et [zdy fuerint
inuenta tuin varisbilem g non amplius' iadefipitam
feu
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feu ab x non pendentem rdlinqui, quin potius pro
y certam functionem ipfius x .quam figura corporis
exigit , fubflitui -.opersere , iita wt in feecunda inte-
gratione guantitas y mom N¢ coaftans fen :ab x non
pendens fpeQari queat. .Quia -awtem ob figuram
corporis etiamnunc incognitam ifta fun&io non con-
ftat, neutiquam apparet, qupmodo variationes iftiusmo-
di formularum duplicatarum determinari debeant.
47. Ipa varo hmius quaeftionis natura alias
praeterca determinationes requirere videtur , quarum
ratio in folutione haheri debeat. :DNNam quemadmodum
£ carua quagritar , quac inter omngs alias eandem
eream inclndentes brewmifftmo .arcu contineatur: non
olem hafis AP fed ctiam dduwo punda B et M,
por quae :curua sganfpat , pragiceibi folent, ita egiam
in pofiro -problemate non modo bafss , aui .corpus
tanguam columna infiftat pro eognim .affumi debere
videtur, fed ctiam ipfi extremi termini fuperficiei
quacfitac. Quodfi enim hae .tes pon  praefcribantur
omms, ne quacftioni quidem certae locus;relinquitur:
nam etianifi bafis -pracferiberetur , termini vero
fupremi fuperficiei axbitrio noftre reliquerentur mani-
fflum eft, quo altior fuerit columna eo magis
foliditatem au&um iri eadem ‘manente -fuperficie
fuprema ; quandoquidem .fuperficies laterum non in
computum ducitur. Multo .minus antem problema
fine bafis praefcriptions vilam vim retineret, quo-
piam bafi coarftanda quantumuis magna foliditas

<um minima fuperficie poffet efle coniuncta.
. EVO-

Tab. IL
Fig. 10.
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EVOLVTIO

INSIGNIS PARADOXI

CIRCA AEQVALITATEM
SVPERFICIERVM.

Auctore

L. EVLERDO.

In do&trina linearum curuarum , fi proponatur
quantitas , cui -arcus - cuique abfeiffae  indefinitae
refpondens aequalis eflc debeat , linea curua inde
itd" determinatur vt plus vna problemati fatisficere
neutiquam poffit. - Veluti fi ‘pro coordinatis artho-
gonalibus z et y, quarum illa x abfciffam haec y
applicatam denotet , eiusmodi linea curua quaeratur;
cuius arcus abfciffaec x conueniens aequetur eiusdem
fun&ioni cuicunque X, :problema perfeGe determi-
patur , atque nonnifi wvnicam lineam caruan? ad-
mittit. Cum enim ftatui oporwat ,; V(da*+-dy*)=dX,
pofito dX—Pdx, vbi P itidem erit functio data
ipfius x, fiet dy—=4xV (PP—1) cuius formulae in-
tegratio aequationem determinatam pro linea curua
quaefita fuppeditabit , fiquidem conftans per integra+
tionem :inuefa naturam tcuruac non afficit, fed
tantum eius ab axe diftantiam definit.  lta propo-
fita linea curua quacunque practer eam nulla datur
alia, ipfi ita longitudine agqualis , vt arcus omni-

. bus
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bas abfciffis refpondentes fint aequales.  Quae enim
a Geometris de aequalitate Jinearnm curwirum pas.
fim funt inuettigata , haec aequalitas popn ad omnes
arcus eidem abfciflae refpondentes extenditur ; fed
PIO Vna tantum determinata abftiffa feu etigm plu-
ribus , nequaquam autem omnibus locum habere
pote.  Ex quo perfpicuum eft nop dari duas li-
meas curvas diverfas, quae ad eundem axem relatze
pro omnibus abciffis habeant arcus inger fe aequales,

Haec ideo praemonenda duxi » quo clarius
infigne discrimen , quod inter lineas curuas et (e
perficies intercedit a Perfpici poffit. Cum enjm fu-
perficies perinde ad planum quoddam fixum ac Jj-
ficae curvae ad axem re@ilineum fixum referri ea-
Tumque portiones cuigue fpatio in illo plano affum-
‘%0 imminentes indagari foleant ; etiamfi hic pro
quouis fpatio quantitas faperficiei imminentis pro~
ponatur , inde - tamen naturg foperficiei neutiquam
determigatur , fed femper ingumerabiles fuperficies
diverfae exhiberi poffunt , quarum portiones cuique
{patio plani fixj imminentes fiat inter fe aequales.
Quie circumflantia a naturg linearum tantopere di-
fczepans eo magis omni attentione digna videtur ’
quod infigne paradoxon in doétrina foliderum com-
pleQitur. . Itq fuper baf circulari hemifphaerio
conflituto , fuper eadem bafi ingumerabilia alia foli-
di exfirui pofe Omuino mirum videbitur » Quorum
mon folum tota . fuperficies dequalis fit fuperficiei

Tom. X1V, Nou, Comm, o hemi-~
t
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hemifphaerii , fed etiam quorum fuperficies cuique -
portioni indefinitae bafis imminens fuperficiei {phae-
ricae eidlem imminenti fit aequalis. Quin etiam f
bafi aliud planum oblique immineat, cuius proinde
guaelibet portio ad bafin cui imminet datam teneat
rationem , infinita alia folida feu fuperficies fiue
conuexac fine concauae affignari poffunt, quarum
portiones quaeuis indefinitae ad bafin cui imminent,
eandern teneant rationem. Hoc igitur infigne pa-
radoxon in Theoria folidorum hic accuratius exa-
mini fubiicere conftitui , cum inde haud leuia in-
crementa tam in ipfam hanc Theoriain quam in
analyfin redundatura videantur.

Primum ergo veritatem huius paradoxi eui«
Gturus , determinetur pun&i cuiusuis fuperficiei fitus
ternis coordinatis orthogonalibus &, 7, £, quarum
binae priores fitae Gnt in plano fixo', tertia’ vero g
illius pun&®i ab hoc plano diftantiam exprimae
Cum iam natara fuperficiei aequatione inter has
ternas coordinatas contincatur , ex ea valor ipfius g
eliciatur, qui differentiatus pracbeat dz—pdri-qdy;
quo fa&to conftat elementum fuperficiei hac formu-
1a dxdyV(14-pp—+99) exprimi, imminet autem
hoc elementum re@angulo infinite paruo bafeos dif
ferentialibus 4 x et dy formato. Quodfi iam alis
habeatur fuperficies , €x cuius aequatione inter eas-
dem ternas coordinatas x, y et 2z prodeat dz—rdzx

-}-sdy, elementum huius fuperficiei cidem reétan-
: - - - gule
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gulo dxdy imminens erit dx dyV (1 ~-rr—s55);
vnde manifeftum eft, fi fuerit rr—-ss—pp--49q,
hoc illi fore aequale ; et cum haec aequalitas in
omnibus elementis locum habeat , enam cuique
fpatio finito in plano fixo fu bafi affumto aequa
portio vtriusque fuperficiei imminebit. Verum
quaeftio fupereft principalis , vtrum haec aequalitas
rr—4-ss—=pp—+qq fubfiftere poflit, quin fimul fit
r—p et s—q, vnde eadem fuperficies prodiret ;
pamgque huic principali conditieni fatisfieri oportet ,
vt formula rdx--sdy integrationem admittat ,
quod an praeter cafum r—p et s—g¢g fieri poflic
non tam facile liquet. . Omnis autem dubitatig
vajco exemplo cuanelcet quo eft p—= et g—I
vt fit ¥ —=2+22 i cnim pro altera fuperficie
capiatar r =% et s — =, vnde vtique fit rry s,
=pp-+49, eius acquatio erit z==2. En ergo
duas fuperficies prorfus diuerfas, alteram hac aequa-
tione aaz— x--yy alteram vero bhac> az—uxp
cententam , quae ita imter fe- conueniunt, Vi pmnie-
bus fpatiis in bafi afflumtis in vtraque pares {uper-
ficiei portiones immineant. Huiusmodi fuperficies
congruentes appellabo, vnde nakitur haec quaeftio
maxime curiofa ; quomodo propofita quacunque fu-
perficie , alias atque adeo omnes ei congruentes jn-
veftigari oporteat. - -Quod -problema latiffimo fenfu
acceptum cum fit difficilimum , cdlus quos mihi
quidern euoluere licuit, in fequentibus problemati-
bus comple&ar.

' ' 02 Proble-
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Problema 1.

1. Si fuperficies data fuerit plana ad bafin
feu planum fixam vtcunque inclinata , ivuenire
omnes alias fuperficies ipli congruentes.

Solutio.

Cumi fuperficies data fic plana eius natura
tali aequatione exprimitur 2—a—+-mx—-+ny, quae
ad bafin inclinatur angulo , cuius fecans ef}
V(1 —+mm--nn). Hic ergo ob dz=mdr-ndy
et p—m et g==n, ideoque pp-+4q4 conflans,
Statuatur ergo r = a cof w et s—a fin. w exiflente
a=V (mm—-nn), ac necefle eft angulurh eo ita per
binas coordinatas in bafi afflumtas x et y definiri w¢
formula dz—adxcof.w+adyfin.w integrabilis cua=
dat. Cum igitur per transformationem fiat

z—=a(xcof. w—yfin.w)+afdu(xfin.w—ycof w)

cuidens eft huic conditioni fatisfieri, fi fuerit xfin. «
—~ycof w fun&io quaecunque anguli w. Denotet er-
go in genere L funttionem quamcunque anguli w,
ac ftatuatur

xfin.w—ycof w=a L) eritqie 2=a(xcof. 0y fin. w
—+afduw)
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