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Ueher die Eigenschaften der Cometenbewegung.

(Insigniores orbitae Cometarum proprietates, 1761.)

Vorrede.

JII' Es giebt viele Capitel der angewandten Mathematik,
die trotz mehrfacher Behandlung noch weit von dem nothwen-
digen Grade der Ausbildung entfernt sind. Zwei Griinde sind
es wohl hauptsichlich, die eine Verzégerung hierin verursachen.
Wenn nimlich, wie in der Regel der Fall ist, die Theorie der
Anwendung halber ausgebaut wird, so geht man hiufig, erstere
nur oberflichlich behandelnd, rasch zur Anwendung iiber und
betritt den sich zuerst darbietenden Weg ohne Riicksicht, ob er
IV) kurz oder ein Umweg ist. Und andererseits zeigt auch
die Theorie, wenn man sie sorgfiltiz entwickeln will, nicht
selten das Problem von einer so verwickelten und schwierigen
Seite, schon beim ersten Angriff, dass auch ein geduldiger
Arbeiter, der unverdrossen nach Problemen sucht, abgeschreckt
wird. Aber welche Hoffnung konnte einen Forscher mehr an-
reizen, ein Problem nochmals anzugreifen, als die, es schliess-
lich doch zu iiberwinden oder wenigstens Anderen den Weg zu
bahnen, die um jeden Preis zum wahren Ziele gelangen wollen.

Wo ich immer diese Ursachen vorfand, habe ich gesehen,
dass jedes schwierige Problem eine ihm eigenthiimliche Methode
und eine besondere Verbindung von heuristischen Kunstgriffen
verlangt; solange diese nicht beisammen sind, bekommt man
keine elegante Losung oder wenigstens nur auf weiten Um-
wegen. Hiufig wird auch der wahre Kern der Frage noch
(Vi verkannt, oder man sieht nicht, was man suchen soll,
und geht so an dem wahren Angelpunkt voriiber. Nach meiner
Erfahrung empfiehlt es sich, wenn man eine solche schwierige
Materie zu behandeln hat, unter allen Umstinden, einen ein-
fachen speciellen Fall herauszugreifen; denn nicht selten findet

1*



4 : J. H. Lambert.

sich, dass die schionsten Eigenschaften desselben sich mit ge-
ringen Aenderungen verallgemeinern lassen; so stellt sich oft
eine schwierige Sache, wenn gehorig durchgefithrt, als leicht
heraus. Auch deshalb kann eine Sache oft nicht in Fluss
gebracht werden, weil sie durch zu viele Nebenumstinde ver- -
hiillt ist, und erst wenn sie ganz durchschaut ist, erkennt man
diese als fremd oder willkirlich.

Beispiele fiir diese Behauptungen will ich aus anderen
Wissenschaften nicht vorbringen, da man ihrer in dem vor-
[VI] liegenden Werke genug findet. Ich habe darin die wich-
tigsten FEligenschaften der Cometenbewegung auf dieselbe Weise
entwickelt wie vor drei Jahren die der Lichtstrahlen auf ihrem
Wege durch mehrere durchsichtige, sphiirische und concentrische
Medien (»Les propriétés remarquables de la route de la lumiére
par les airs etc.« A la Haye 1758).

Methoden, eine Cometenbahn aus drei geocentrischen Beo-
bachtungen durch Versuche, Construction oder Messung zu er-
mitteln, kennt man schon viele; wer meine Vorginger kennt,
wird daher glauben, es werde hier eine alte Sache nochmals
abgewandelt. Ich gebe auch zu, dass ich sehr beriihmte
Vorgiénger habe, aber doch eben nur Pfadfinder, die von den
Quellen an sprungweise dahin gelangt sind, wohin eine gute
Theorie auf einem schonen Wege hitte fihren milssen. Die
ersten Principien und Gesetze des Himmels ausgenommen,
blieben sie von dem eigentlichen Problem, das hier unser Haupt-
ziel ist, nimlich die Bahn aus drei Beobachtungen zu entwickeln,
[VII] sehr weit entfernt. Musste es nicht auffallen, dass die
schonen Eigenschaften der Kegelschnitte, die durch den Wett-
eiferr der grossten Geometer aller Zeiten erforscht wurden, ganz
unniitz sein sollten, sobald es sich um Cometenbahnen handelte ?
Das war doch unter allen Umstéinden des Versuches werth und
keine eitle Hoffnung, und der Erfolg hat denn auch gezeigt,
dass jene schonen Eigenschaften nur noch schoner hervortreten,
wenn man sie auf die Cometenbahnen in der Weise anwendet,
dass man an Stelle der Flichen die Zeit setzt. Ich habe die-
jenigen Sitze, welche die Kegelschnitte unabhingig von den
Cometenbahnen betreffen, um ihre allgemeinere Bedeutung
hervorzuheben, mit »Lemma< bezeichnet und sie so von den
tibrigen, die sich auf die Cometenbahnen beziehen, unter-
schieden. Die schon bekannten Siitze habe ich wunter die
neuen eingereiht, damit der Zusammenhang klarer hervortrete.
Voz dem Neuen habe ich jedoch nur das vorgebracht, was
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mir schon erschien, und dann solches, was Weiterforschenden
den Weg weisen konnte, wie ich immer gleich angedeutet
‘VIII] habe. Ich meine hier z. B. die Ueberlegungen tiber die
orthographische Projection auf die Ebene der EKkliptik oder
eine andere zweckmissig gewihlte Ebene: dann gewisse Sitze
im ersten der eigentlichen Abhandlung vorausgehenden Theile,
und solche im vierten Theile, wo ich kurz den Unterschied
zwischen parabolischen, elliptischen und hyperbolischen Bahnen
berithre. Mein Hauptziel war die parabolische Bahn; hier sind
die Sitze und Aufgaben so einleuchtend, dass ich auch der
Beispiele nicht bedurfte, die man sonst hinzufiigt. Die ellip-
tischen Bahnen habe ich im vierten Theile nur so weit aus-
gefiihrt, dass man den Zusammenhang der schonsten Eigen-
" schaften der parabolischen Bahn mit den entsprechenden der
anderen Kegelschnitte klar durchschauen konnte. Wer auf
diesem Gebiete sich griindlicher belehren will, muss zu dem
ausgezeichneten Werke von Euler » Theoria motuum Planetarum
et Cometarum« greifen.

Erster Theil.
Allgemeinere vorbereitende Séitze iiber die Parabel.

1] §1. Lemma 1. (Fig. 1.) Wird in der Parabel AN,
deren Axe AF und deren Brennpunkt F ist, ein beliebiger Radius-

"
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vector FIN gexogen und in seinem Endpunkt die Tangente N'T.,
50 ist Winkel TNF = §NFB.
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Beweis: Da nach der Natur der Parabel FT = FN ist,
80 wird Winkel FTN = TNF; nun ist FTN+ TNF = NFB,
also TNF = { NFB.

§ 2. Lemma 2. (Fig. 1.) Wird im Scheitel A der Parabel
das Lot AS xur Axe errichtet, welches die Tangente TN in S
schneidet, und wird S mit dem Bremnpunkte F verbunden, so
wird der Winkel AFN durch F'S halbirt und die Dreiecke AFS
und FSN werden dhnlich.

[2] Beweis: Da ndmlich 7S = SN und FT = FN, so
wird Winkel TFS = SFN. Ferner steht FS auf der Tan-
gente TN senkrecht und das Dreieck FSN ist somit recht-
winklig. Da aber Winkel SAF ein Rechter ist, so ist auch
das Dreieck F A4S rechtwinklig. Wegen der Gleichheit der
Winkel 4F¥S und SFN haben also beide Dreiecke gleiche
Winkel, sind somit #hnlich.

§ 3. Zusatz 1. Es ist also: AF: FS = FS: FN oder
F'S ist die maltlere Proportionale xwischen I'A und FN.

§ 4. Zusatz 2. Da Winkel ASF = SNF; so wird
AF = SF-s8inASF=SF.-sinSNF=FN -sinFNT* Ist
daher der Radiusvector FN gegeben und der Winkel FNT,
so wird daraus sehr leicht der Abstand des Bremmpunkles vom
Scheitel AF und die Lage der Axe gefunden.

§ 5. Zusatz 3. Da der Winkel F'SN constant ein Rechter
ist, so konnen, wenn der Brennpunkt F’ und die Gerade A4S
ihrer Lage nach gegeben sind, durch Ziehen von Normalen xu
den Verbindungslinien von F mit beliebigen Punkten S beliebig
viele die Parabel einhiillende Tangenten construirt werden.

§ 6. Anmerkung. Die folgenden Sitze sind lingst be-
kannt und konnen mit wenig Aenderungen auf die anderen
(8] Kegelschnitte angewendet werden; in Bezug auf die Parabel
mogen sie wie folgt dargelegt werden.

§ 7. Lemma 3. (Fig. 2.) Wenn an xwei Punkte N und
M der Parabel die Tangenten NR und RM gelegt und vom
Brennpunkte F dic Geraden FN, FM, FR gexogen werden,
so sind die Dreiccke FNR und FRM dhnlich und, wenn dic
Tangente MR bis T wverlingert wird, ist der Winkel TRN —
NFR = RFM. ’

Beweis: Man errichte im Scheitel 4 die Normale AT
zur Axe AF, verlingere die Tangenten RM und NR bis zu
ihren Schnitten 7 und S mit dieser Normalen und ziehe F'T
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und FS. Da dann die Winkel 'SR und FTR Rechte sind
(§ 5) und dieselben der Geradem KR gegeniiber liegen, so
liegen die vier Punkte F, S, T, R auf einem Kreise, dessen
Durchmesser FR ist.
Also ist Winkel FST
+ FRT =180° und
‘daher ASF=FRT=
FNS (§ 2;. Da somit
die Dreiecke F N.S und
FTR &hnlich sind, so
wird auch Winkel SFN
= TFR und Winkel
SFT=NFR=SRT.
Nun ist aber (§1)SNF ¢
= {NFB uwnd TMF
= L MFB, also SNF -
— T'MF = 4{NFM, fer- Fig. 2.
ner im Viereck FNRM:
Winkel SNF — TMF = NFM — TRS und daher NFM
— TRS = {NFM oder SRT = {NFM = NFR. Die
Gerade FR halbirt also den Winkel NFM. Da Winkel
SNF = TRF, so wird auch FNR= FRM. Somit sind in
den Dreiecken FNR und FRM entsprechende Winkel gleich,
sie selbst also einander #hnlich.

[4) §8. Zusatz 1. Es wird also FN: FR = FR: FIf,
und daher ist FR die mattlere Proportionale xwischen FN und
FM (vergl. § 3). Es ist auch

FN:FR= FR:FM=VFN:VFM.

§ 9. Zusatz 2. Weun also der Brennpunkt F und zwei
Punkte N und M der Parabel gegeben sind, so erhilt man,
wenn man den Winkel NFM durch die Gerade F'R halbirt
und FR= VFN.FM macht, sofort die Mdoglichkeit, die
Tangenten RN und RM zu construiren; fillt man auf sie die
Lote S und FT, so erhdlt man die Gerade TS, welche
durch den Scheitel geht, und somit diesen selbst und AF.

§ 10. Zusatz 3. Ebenso: wenn das Dreieck FNM ge-
geben ist, so ist aueh Dreieck FRM bekannt und daher der
Winkel RMF; also hat man nach § 4 AF = FM - sin RMF*.

§ 11. Zusatz 4. Da FRM = FNR, so wird, wenn
wir die Gerade FN und die Tangente NR festhalten, der
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Winkel FRM ein constanter sein, welches auch die Lage von
FM gegen FN sei. Hiermit ist die oben (§ 5) angegebene
Construction der Parabel allgemeiner dargethan.
§ 12. Zusatz 5. Wird die S8ehne VM gezogen, so wird
die Summe der Winkel
RNM+ RMN = TRS = NFR.
§ 13. Zusatz 6. Da ferner ist:
NR:RM = sinRMN :sin RNM
[6] und, weil Winkel NFA durch FR halbirt wird:
NR:RM = sin RMF:sinRNF,
so folgt
sin RMN :sin RNM = sin RMF:sinRNF.

§ 14. Zusatz 7. Wegen der Achnlichkeit der Dreiecke
FNR und FRM ist:
NR:RM = FN:FR;
da nun (§ 8) o
FN:FR=VFN:VFM,
so folgt (§ 13)
VFN:VFM = sinRMF:sinRNF.

§ 15. Lemma 4. (Fig. 3.) Werden in drei Punkten L, M, N
der Parabel die Tangenten LR, PMQ, RN gexogen, so licgen
die Schnittpunkte P, R,
Q derselben wund der
Brennpunkt F auf einem
Kreise.

Beweis: Es ist
némlich (§ 7) Winkel

TRL=4{LFN
=} LFM+ } MFN,
aber (§ 7)

z / $LFM=PF3M und
1MFN=MFQ, also:
- B TRL=PFM~+ MFQ

Fig. 3. — PFQ.
Im Viereck PRQF sind somit die Summen zweier gegeniiber-
liegender Winkel PF(Q + PRQ = 180°, eine Eigenschaft,

See-
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die nur dem in einen Kreis eingeschriebenen Viereck zu-
kommt.

(6] § 16. Zusatz 1. Sind daher drei Tangenten einer
Parabel ihrer Lage nach gegeben, so kann durch ihre Schnitt-
punkte P, Q, R ein Kreis gelegt werden, der durch den Brenn-
punkt der Parabel hindurchgeht.

§ 17. Zusatz 2. 8ind fernerhin vier Tangenten einer
Parabel ihrer Lage nach gegeben, so konnen zwei solche
Kreise beschrieben werden, in deren einem Schnittpunkte der
Brennpunkt der Parabel liegt.

§ 18. Lemma 5. (Fig. 3.) Hailt man die beiden Tangenten
LR und RN fest und dndert die Lage der dritten PMQ be-
liebig, so bletbt das Verhdltniss xwischen den Abschnitten L P
und R Q constant.

Beweis: Es ist nimlich

Winkel LFP= {LFM und
LFR = }LFN,

also:
PFR = {MFN = MFQ;

addirt man also zu beiden den Winkel RF'M, so wird
PFM = RFQ = LFP.

Es ist aber auch PLF = QRF, also sind die Dreiecke LPF
und RQF #hnlich und daher das Verhiltniss zwischen L P
und RQ constant.

(7] § 19. Zusatz 1. Es wird sonach:
LP:RQ=LR:RN=LF:RF
oder: o
LP:RQ=VLF:VNF. (§9)
§ 20. Zusatz 2. Daraus folgt auch:
RP:QN=VLF:VNF.
§ 21. Zusatz 3. Ferner:
RQ-LR

LR = PR+ BN (§ 19)
oder:
PR RQ _

LR TRV



~.

[ ) S

AT, 2 T ST U &

bl 1,FI = ‘l' LFN.

AV IR FLP —= FIi).
St b Dydieeke LERE, RNF, ’F() Zhnlie
s oy Znaatz 5. Welches also auch die Lage
wte 40 wei ) immer wird, wenn die Tangente
featg-taifen werpden, das Verhitlltniss zwischen
1" 10 ugd 170 conatant sein.

R 3t bLemma 6, (Vg 4 Von dred ihrer

poptonen Tawgeten BN B D and qgrm einer Par

cnf oy helubepn ceriten 'i’.'-, Ntiicke llI) und

. ~chnitten, de
. niss eonsta)

.

¥
v

Beweis
ist ndmlich
Verhaieniss
S end P
Frmes zwisel
71 eonstant
e 3as g

T e

!
}oe
'l

s e
R
U
TS

“adreres

S hewilumre




Abhandlungen zur Bahnbestimmung der Cometen. I,1. 11

Brennpunkt ¥ nach § 17 gefunden wird, und hernach kiénnen
die Parabel selbst nach § 9 oder beliebig viele Tangenten
derselben nach § 5 construirt werden. Alle diese letzteren
aber geniigen nach Satz 6 der Bedingung der Aufgabe.

Zweite Losung. Da nach § 24

qP:PQ=SR:RM=1rm:Sr,
so folgt
SR: SM =rm:mS
[9] oder
SM:S8Sm = SR:rm.

Es ist aber auch (§ 19)

SM:Sm= QM: Sq,
also:
SR:rm = QM:Sq.

Wenn daher das Verhi#ltniss zwischen ¢ P und PQ gegeben
ist, so ergiebt die erste Proportion RM und rm und daher
die Lage der Beriihrungspunkte M und m. Wird weiter der
Abschritt QM beliebig angenommen, so steht dieser zu Sq in
dem constanten Verhiltniss SR:rm. Zu jedem beliebigen
Punkte @ wird also der entsprechende ¢ gefunden werden
konnen, so dass die Gerade Qg gezogen werden kann.

Dritte Lésung. Da
Pq:singrP = qr:sinq Pr
PQ:sin QRP = QR:sin QPR

und .
Winkel ¢Pr = QPR,
so wird
. __qr-singrP, QR -sinQRP
Pg: PQ= singPr °  singPr '’
also:
PQ . _ .. __PQ 8r
Pq singr P: sin QRP = QR.qr =Py 'SR’

Wird also QR angenommén, so ist hiernach ¢r gegeben und
umgekehrt.

§ 26. Lemma 8. Aufgabe 2. (Fig.5.) Man soll diec Parabel
construiren, wenn zwet threr Punkte M und N und der Brenn-
punkt F gegeben sind.
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sich, dass die schonsten Eigenschaften desselben sich mit ge-
ringen Aenderungen verallgemeinern lassen; so stellt sich oft
eine schwierige Sache, wenn gehorig durchgefithrt, als leicht
heraus. Auch deshalb kann eine Sache oft nicht in Fluss
gebracht werden, weil sie durch zu viele Nebenumstinde ver- -
hiillt ist, und erst wenn sie ganz durchschaut ist, erkennt man
diese als fremd oder willkiirlich.

Beispiele fiir diese Behauptungen will ich aus anderen
Wissenschaften nicht vorbringen, da man ihrer in dem vor-
[VI] liegenden Werke genug findet. Ich habe darin die wich-
tigsten Eligenschaften der Cometenbewegung auf dieselbe Weise
entwickelt wie vor drei Jahren die der Lichtstrahlen auf ihrem
Wege durch mehrere durchsichtige, sphérische und concentrische
Medien (»Les propriétés remarquables de la route de la lumiére
par les airs ete.« A la Haye 1758).

Methoden, eine Cometenbahn aus drei geocentrischen Beo-
bachtungen durch Versuche, Construction oder Messung zu er-
mitteln, kennt man schon viele; wer meine Vorginger kennt,
wird daher glauben, es werde hier eine alte Sache nochmals
abgewandelt. Ich gebe auch zu, dass ich sehr beriihmte
Vorginger habe, aber doch eben nur Pfadfinder, die von den
Quellen an sprungweise dahin gelangt sind, wohin eine gute
Theorie auf einem schonen Wege hitte fihren miissen. Die
ersten Principien und Gesetze des Himmels ausgenommen,
blieben sie von dem eigentlichen Problem, das hier unser Haupt-
ziel ist, nimlich die Bahn aus drei Beobachtungen zu entwickeln,
[VII] sehr weit entfernt. Musste es nicht auffallen, dass die
schonen Eigenschaften der Kegelschnitte, die durch den Wett-
eifer der grossten Geometer aller Zeiten erforscht wurden, ganz
unniitz sein sollten, sobald es sich um Cometenbahnen handelte ?
Das war doch unter allen Umstéinden des Versuches werth und
keine eitle Hoffnung, und der Erfolg hat denn auch gezeigt,
dass jene schonen Eigenschaften nur noch schoner hervortreten,
wenn man sie auf die Cometenbahnen in der Weise anwendet,
dass man an Stelle der Flichen die Zeit setzt. Ich habe die-
jenigen Siitze, welche die Kegelschnitte unabhingig von den
Cometenbahnen betreffen, um ihre allgemeinere Bedeutung
hervorzuheben, mit » Lemmac« hezeichnet und sie so von den
ibrigen, die sich auf die Cometenbahnen beziehen, unter-
schieden. Die schon bekannten Sidtze habe ich unter die
neuen eingereiht, damit der Zusammenhang klarer hervortrete.
Von dem Neuen habe ich jedoch nur das vorgebracht, was



Abhandlungén zur Bahnbestimmung der Cometen. I, 1. 5}

mir schon erschien, und dann solches, was Weiterforschenden
den Weg weisen konnte, wie ich immer gleich angedeutet
'VIII] habe. Ich meine hier z. B. die Ueberlegungen iiber die
orthographische Projection auf die Ebene der Ekliptik oder
eine andere zweckmissig gewihlte Ebene: dann gewisse Sitze
im ersten der eigentlichen Abhandlung vorausgehenden Theile,
und solche im vierten Theile, wo ich kurz den Unterschied
zwischen parabolischen, elliptischen und hyperbolischen Bahnen
berithre. Mein Hauptziel war die parabolische Bahn; hier sind
die Sitze und Aufgaben so einleuchtend, dass ich auch der
Beispiele nicht bedurfte, die man sonst hinzufiigt. Die ellip-
tischen Bahnen habe ich im vierten Theile nur so weit aus-

gefithrt, dass man den Zusammenhang der schonsten Eigen-
" schaften der parabolischen Bahn mit den entsprechenden der
anderen Kegelschnitte klar durchschauen konnte. Wer auf
diesem Gebiete sich griindlicher belehren will, muss zu dem
ausgezeichneten Werke von Euler » Theoria motuum Planetarum
et Cometarume greifen.

Erster Theil
Allgemeinere vorbereitende Sitze iiber die Parabel.

1] §1. Lemma 1. (Fig. 1.) Wird in der Parabel AN,
deven Axe AF und deren Brennpunkt F ist, ein beliebiger Radius-

”

T A F K B
Fig. 1.

vector FN gexogen und in setnem Endpunkt dic Tungente N,
so ist Winkel TNF = {NFB.
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Beweis: Da nach der Natur der Parabel FT = F. ist,
80 wird Winkel FTN = TNF; nun ist FTN+ TNF= NIB,
also TNF = I NFB.

§ 2. Lemma 2. (Fig. 1.) Wird ¢m Scheitel A der Parabel
das Lot AS xur Axe errichtet, welches die Tangente TN in S
schneidet, und wird S mit dem Bremmpunkte F verbunden, so
wird der Winkel AFN durch FS halbirt und die Dreiecke AFS
und FSN werden dhnlich.

[2] Beweis: Da niimlich 7S = SN und FT = FN, so
wird Winkel TFS = SFN. Ferner steht F.S auf der Tan-
gente TN senkrecht und das Dreieck F'SNN ist somit recht-
winklig. Da aber Winkel SAF ein Rechter ist, so ist auch
das Dreieck F A4S rechtwinklig. Wegen der Gleichheit der
Winkel AFS und SFN haben also beide Dreiecke gleiche
Winkel, sind somit #hnlich.

§ 3. Zusatz 1. Es ist also: AF: FS = FS:FN oder
IS ist die mittlere Proportionale xwischen FA und FN.

§ 4. Zusatz 2. Da Winkel ASF = SNF; so wird
AF = SF-sinASF=_S8F . -sinSNF=FN - -sin FNT® Ist
daher der Radiusvector F'N gegeben und der Winkel FNT,
so wird daraus sehr leicht der Abstand des Bremmpunktes vom
Scheitel AF und die Lage der Axe gefunden. .

§ 5. Zusatz 3. Da der Winkel SN constant ein Rechter
ist, so konnen, wenn der Brennpunkt F' und die Gerade A4S
ihrer Lage nach gegeben sind, durch Zichen von Normalen xu
den Verbindungslimien von F mit beliebigen Punkten S beliebig
viele die Parabel einhiillende Tangenten construirt werden.

§ 6. Anmerkung. Die folgenden Sitze sind lingst he-
kannt und konnen mit wenig Aenderungen auf die anderen
(3] Kegelschnitte angewendet werden; in Bezug auf die Parabel
mogen sie wie folgt dargelegt werden.

§ 7. Lemma 3. (Fig. 2.) Wenn an zwei Punkte N und
M der Parabel die Tangenten NR und RDBM gelegt und vom
Brennpunkte F die Geraden FN, FM, FR gexogen werden,
so sind die Dreiecke FNR und FRM dhnlich und, wenn dic
Tangente MR bis T verlingert wird, ist der Winkel TRN =
NFR = RFM. '

Beweis: Man errichte im Scheitel 4 die Normale AT
zur Axe AF, verlingere die Tangenten RJ und NR bis zu
ihren Schnitten 7 und S mit dieser Normalen und ziehe FT
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und FS. Da dann die Winkel F'SR und FTR Rechte sind
(§ 5) und dieselben der Geraden FR gegeniiber liegen, so
liegen die vier Punkte F, S, T, R auf einem Kreise, dessen
Durchmesser FR ist.
Also ist Winkel ST
+ FRT = 180° und
daher ASF=FRT=
FNS (§ 2). Da somit
die Dreiecke F NS und
FTR ihnlich sind, so
wird auchWinkel SFN T
= TFR und Winkel
SFT=NFR=SRT.
Nun ist aber (§1) SNF S
= {NFB und TMF
== L MFB, also SNF -
— TMF = 4y NFM, fer- Fig. 2.
ner im Viereck FNRM:
Winkel SNF — TMF = NFM — TRS und daher NFM
— TRS = {NFM oder SRT = {NFM = NFR. Die
Gerade FR halbirt also den Winkel NFM. Da Winkel
SNF = TRF, so wird auch FNR = FRM. Bomit sind in
den Dreiecken FNR und FRM entsprechende Winkel gleich,
sie selbst also einander #hnlich.

[4) §8. Zusatzl. Es wird also FN: FR = FR: FJI,
und daher ist F'R die mittlere Proportionale xzwischen FN und
FJ (vergl. § 3). Es ist auch

§ 9. Zusatz 2. Wenn also der Brennpunkt F und zwei
Punkte N und M der Parabel gegeben sind, so erhilt man,
wenn man den Winkel NFM durch die Gerade F'R halbirt
und FR=VFN.FM macht, sofort die Moglichkeit, die
Tangenten RN und RM zu construiren; fillt man auf sie die
Lote F'S und FT, so erhilt man die Gerade 7'S, welche
durch den Scheitel geht, und somit diesen selbst und AF.

§ 10. Zusatz 3. Ebenso: wenn das Dreieck FNM ge-
geben ist, so ist auch Dreieck FRM bekannt und daher der
Winkel RMF; also hat man nach § 4 AF = FM - sin RMF?,

§ 11. Zusatz 4. Da FRM = FNR, so wird, wenn
wir die Gerade F'N und die Tangente NR festhalten, der
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Winkel FR! ein constanter sein, welches auch die Lage von
FM gegen FN sei. Hiermit ist die oben (§ 5) angegebene
Construction der Parabel allgemeiner dargethan.
§ 12. Zusatz 5. Wird die Sehne N gezogen, so wird
die Summe der Winkel
RNM+ RMN = TRS = NFR.
§ 13. Zusatz 6. Da ferner ist:
NR:RM = sinRMN :sinRNM
(6] und, weil Winkel NFAf durch FR halbirt wird:
NR:RM = sinRMF:sinRNF,
so folgt
sin RMN:sin RNM = sin RMF:sin RNF.

§ 14. Zusatz 7. Wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke
FNR und FRM ist:
NR:RM = FN:FR,;
da nun (§ 8)
FN:FR=VFN:VFHN,
so folgt (§ 13)
VFN:VFM = sinRMF:sin RNF.
§ 15. Lemma 4. (Fig. 3.) Werden in drei Punkten L, M, N
der Parabel die Tangenten LR, PMQ, RN gexogen, so liegen
die Schnittpunkte P, R,
w Q derselben und der
Brennpunkt F auf eineny
Kreise.
Beweis: Es ist
néimlich (§ 7) Winkel
TRL=4}LFN
=3}LFM+ { MFN,
i aber (§ 7)
z g YLFM=PFM und
B . 1 MFN=MFQ, also:
Sseeen ] B TRL=PFM~+MFQ
Tig. 3. —PFQ.
Im Viereck PRQF sind somit die Summen zweier gegeniiber-
liegender Winkel PFQ + PRQ = 180°, eine Eigenschaft,
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die nur dem in einen Kreis eingeschriebenen Viereck zu-
kommt.

(6] § 16. Zusatz 1. Sind daher drei Tangenten einer
Parabel ihrer Lage nach gegeben, so kann durch ihre Schnitt-
punkte P, Q, R ein Kreis gelegt werden, der durch den Brenn-
punkt der Parabel hindurchgeht.

§ 17. Zusatz 2. 8ind fernerhin vier Tangenten einer
Parabel ihrer Lage nach gegeben, so kénnen zwei solche
Kreise beschrieben werden, in deren einem Schnittpunkte der
Brennpunkt der Parabel liegt.

§ 18. Lemma 5. (Fig. 3.) Hdlt man die beiden Tangenten
LR und RN fest und dndert die Lage der dritten PMQ be-
licbig, so bletbt das Verhdltniss xwischen den Abschnitten L P
und R Q constant.

Beweis: Es ist ndmlich
Winkel LFP= {LFM und
. LFR = {LFN,
also:
PFR = {MFN = MFQ;
addirt man also zu beiden den Winkel RF M, so wird
PFM = RFQ = LFP.

Es ist aber auch PLF = QRF, also sind die Dreiecke LPF
und RQF #hnlich und daher das Verhiltniss zwischen LP
und RQ constant.

(7] § 19. Zusatz 1. Es wird sonach:
LP:RQ=LR:RN=LF:RF
oder: L
LP:RQ=VILF:VNF. (§8)
§ 20. Zusatz 2. Daraus folgt auch:
RP:QN=VLF:VNF.
§ 21. Zusatz 3. Ferner:
RQ-LR

oder:
PR RQ

rtey =1
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§ 22. Zusatz 4. Da man hat:

PFM = LFP
und
MFQ = PFR,

so folgt durch Addition:
PFQ=LFR=4{LFN.
Es ist aber auch:
FPM = FLP = FRQ.

Also sind die Dreiecke LRF, RNF, PFQ #hnlich.

§ 23. Zusatz b. Welches also auch die Lage der Tan-
gente PM() sei, immer wird, wenn die Tangenten LI und
RN festgehalten werden, das Verhiltniss zwischen den Seiten
FP, PQ und FQ constant sein.

(8] § 24. Lemma 6. (Fig. 4.) Von drei ihrer Lage nach
gegebenen Tangenten RQ M, R Pr und qrm einer Parabel werden
auf einer beliebigen vierten yPQ Stiicke qP und PQ abge-
schnitten, deren Verhalt-
niss constant ist.

Beweis: Nach§23
ist ndmlich sowohl das
Verhiiltniss  zwischen
PF und PQ als auch
jenes zwischen PF und
Pq constant, also muss
auch das zwischen Pgq
und PQ constant sein.

§ 25. Lemma 7.
Aufgabe 1. (Fig. 4.)
Wenn drei Gerade Rr,
RQ, rq threr Lage nach
gegeben sind, eine vierte
qQ so zu legen, dass
die Abschmitte g P und

Fig. 4. PQ in einem gegebenen.
Verhdltniss stehen.

Erste Losung. Die Aufgabe ist unbestimmt. Wenn eine
einzige Gerade qQ gezogen ist, die der Bedingung geniigt, so
liegen vier Tangenten einer Parabel vor, mit deren Hiilfe der
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Brennpunkt ¥ nach § 17 gefunden wird, und hernach kdnnen
die Parabel selbst nach § 9 oder beliebig viele Tangenten
derselben nach § 5 construirt werden. Alle diese letzteren
aber geniigen nach Satz 6 der Bedingung der Aufgabe.

Zweite Losung. Da nach § 24

gP:PQ= SR:RM=1rm:Sr,
so folgt
SR:SM =1rm:m8
[9] oder
SM:S8m = SR:rm.

Es ist aber auch (§ 19)

SM:Sm = QM: Sq,
also:
SR:rm = QM: Sq.

Wenn dahel das Verhsltniss zwischen gP und P(Q gegeben
ist, so ergiebt die erste Proportion RM und rm und daher
die Lage der Beriihrungspunkte M und m. Wird weiter der
Abschnitt QM beliebig angenommen, so steht dieser zu Sg in
dem constanten Verhiltniss SRE:rm. Zu jedem beliebigen
Punkte Q wird also der entsprechende ¢ gefunden werden
konnen, so dass die Gerade (g gezogen werden kann.

Dritte Lésung. Da
Pq:singrP = gr:singPr
PQ:sin QRP = QR:sin QPR

und .
Winkel ¢ Pr = QPR,
so wird
. __qr-singrP, QR-sinQRP
Pq: PQ= singPr =~ singPr '’
also:
PQ o _ .. __PQ 8r
Fq—smqu.sm QRP = QR. P ‘Sh

Wird also QR angenommén, so ist hiernach ¢r gegeben und
umgekehrt.

§ 26. Lemma 8. Aufgabe 2. (Fig.5.) Man soll die Parabel
construtren, wenn zwet threr Punkte M und N und der Bremn-
punkt F' gegeben sind.
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[10] Losung: Mit MN als Durchmesser wird ein Halb-
kreis MV N beschrieben, dann mache man Fn = F.N und
erhalte die Differenz n A1
diese wird aus N nach V'
tibertragen, so dass die .
Sehne NV = n M wird.
Dann wird MVH ge-
zogen und darauf aus ¥
die Normale F'H gefillt.
Diese wird die Axe der
Parabel sein. Endlich

—
\

macht man
4 FE 3 AF=4(FM— FH)
Fig. 5. und 4 wird der Scheitel

" der Parabel sein. Mit
diesen Stiicken aber kann die Construction der Parabel leicht
ausgefithrt werden.

‘Beweis: In der Parabel ist:
FM=FH4-2AF
FN=FK+42AF,

also
FM—FN=FH—FK=HK=NV.

Da aber der Winkel NV VM ein Rechter ist, so spannt die
Sehne VM den Halbkreis NVAM und NV ist der Axe AH
parallel.

§ 27. Anmerkung. Eine andere Losung des Problems
haben wir schon oben (§ 9) angegeben.

§ 28. Lemma 9. Aufgabe 3. (Fig. 5.) Gegeben st dus
Dreieck NFM; man soll die Flache des Segmentes NQM cr-
matteln.

Losung: Es sei p der Parameter der Parabel und es
werde gesetzt:
AK=§ KN=ng,
(11] dann wird die Fliche

des Segmentes AMH = }xy
des Segmentes ANK = 3§n
des Vierecks KNMH = 4 (z — &)(y + 1),
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also wird die Fliache
des Segmentes NQM = 3zy — 35y — 4 (x — &)(y + %)
oder nach gehériger Reduction:
= }(zy — &p — 3zn 4 3y¥).
Nun ist aber:

n?

¥ /A
r=%, =L
p’ p’
also, nach Substitution, die Fliche des Segmentes N QA

1
— (3 — o2 ¢ _ 3
B=gp 0 — 3y n+3yr—m)
oder
(y—mn® _ MV?
6p ~ 244F
Es hingt also die Fliche des Segmentes N QM einzig und allein

von der Differens der Ordinaten KN und HM wund von dem
Abstande des Brennpunktes vom Scheitel ab.

B =

Sei nun
FM=a, FN=b
Winkel NFJ = 2¢
NM=k,
so wird
2abcos2¢ = a® 4 b — I?
oder, da

cos2c =1 — 2sinec?,
dabsine®* = k* — (a — b = MT?

MV = 2Vabsinc.
o
Weiter ist (§ 8) (Fig. 2)
FR = Vab, 2
[12 also:
RW = Vabsinc T -
MW = a— Vab cosc
sin RMW? s
bsinc?
A F B

_a+b—2Vﬁcosc Fig. 2



14 J. H. Lambert.

Ferner ist (§ 4)
AF = FMsin RMW?*

also:
n 2
AF — ab sinc®_
a+b—2Vabcosc
MV?
und daher wegen B = —— AT (Fig. 5) und MV = 2V ab sinc

B = 4Vab(a+b—2Vab cosc) sinc.
§ 29. Zusatz. (Fig. 5.) Hieraus wird pun leicht die

‘Fliche des parabolischen Sectors NFM(Q gefunden, indem

man dem Segmente NQAM die Fliche des Dreiecks F.VM,
welche ist:
4absin2¢ = absinccosc,

hinzufiigt. Nennt man die Fliche des genannten Sectors .,
8o wird man erhalten

A =1Vab(a+ b)sinc+ absinccosc
oder _ .
A4 =41Vab(a+ b+ Vab cosc) sine.

§ 30. Lemma 10.
Aufgabe 4. (Fig.5.) Ge-
geben sind die Seiten des
Dreiecks NFM; man soll
die Entfernung des Brenn-
K punktes F vom Scheitel A
und die Fliche des para-
bolischen Sectors NEFJM

—— %
\

T

finden.
Losung: Nach tri-
4 Fr 4 gonometrischen Formeln
Fig. 5. hat man:

4absinc®* =(k+a—0b)(k —a—+0b) = k* — (a — b
4abeosc* = (k+a—+d)la4b—1Lk = a0 —i*.
'13] Da nun ist (§ 28, 29)

n r2
AF — ab smc_
a-+b—2Vabcosc

= 4 Vab(a+ b4 Vabeose) sine,
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so folgt durch Substitution:
. B —(a—0)?
4(a+b— Va4 b?—i)
A=3VE —(a—0bp(a+ b+ LV{a+ b} —&).
§ 31. Zusatz 1. Da

AF

ki
b)—V b —k* = —
(a410) (@ b) a-|—b-|—V(a+b)'—l\"
so hat man auch: ’
AR — (k’—(a—b)’)(a—i;ll:’+l/(a+b)‘—k")‘

§ 32. Zusatz 2. Wenn der Winkel ¢ = J NFM gleich
90° wird, so wird ¥ = a + b und daher in diesem Fallo:

Ap=a_b=2

A=}(a+b)V¢ﬁ=§kVa—b'

§ 33. Anmerkung. Die Buchstaben a, b, ¢, k, von denen
wir in den vorhergehenden S#tzen Gebrauch gemacht Laben,
~ werden wir im Folgenden in der gleichen Bedeutung beibe-
halten, ohne dieselbe immer zu wiederholen.

(14] §34. Lemmall.
Aufgabe 5. (Fig. 2.) Ge-
geben sind die Sciten des
Dreseckes NFM; man soll
den  Winkel RMF bex.
SNF finden.

Loésung: Da nach
§ 28:

sin RMF?
_ b sin¢? s

a—+b—2Vabcosc : I

und nach § 30: Fig. 2.

4absin? =1 — (0o — b}
dabeosc = (a4 b* — /7,
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so erh#lt man nach durchgefithrter Substitution:

B—(a—0
talatb—ViaFop— =)
und auf #hnliche Weise (§ 14)

sin RMF* =

k* — (a — b)? .
dbla+b—Vie+ 0 —F)
§ 35. Zusatz 1. Da nach §1

Winkel MFB = 2RMF ,

sin SNF? =

so wird
coS MFB =1 — 28in RMF?
und daher
2 (g B2
coSMFB =1 — k (a —b)

2a(a+b—V(a+b)‘-—k*).

§ 36. Zusatz 2. Wenn der Winkel N F 1 = 180° wird,
so wird a + b = k und daher
2b a—1Db
COSMFB-—I—m-—m

(15] § 37. Anmerkung. Der Winkel RMF und zudem
der Winkel RMN koénnen auch noch auf andere Weise durch
a, b, ¢ ausgedriickt werden, wenn man die Cotangente der-
selben sucht. Es ist nimlich:

FRM = 180°—c — RMF,
also:
FR _ sinRMF
FM  sin(RMF +-c¢)
Nun ist aber nach § 8
FR:FM=Vb:Va.
Nennen wir also den Winkel RMF = v, so wird sein
Vb:Va = sinv:sinfw 4 ¢),
oder wegen sin(v 4 ¢) = sinv cosc - cosvsinec:
Vb:Va = sinv: (sinv cosc + cosv sinc)

Vb:Va = 1

sinc cotgv - cosc
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Hieraus folgt: .
cotgv = V% cosecc — cotge.

Weiter hat man, wenn man den Winkel RM N = w nennt,
wegen TRN = RFM =c¢, (§7):
MNR=c¢—w
und daher
NR:RM = sinw : sin(c — w).
Nun ist aber nach § 14
NR:RM =Vb:Va,
also: o
Vb:Va=sinw:sin(c — w)
oder: o
Vb:Va=sinw:(sinccosw — coscsinw).

Hieraus wird:

cotg w = V% cosecc - cotge.
[16] Da aber

a
cotgv = V? cosecc — cotge,

so erhellt, dass man nur durch Wechsel des Zeichens durch
dieselbe Formel sowohl die cotg von v als jeme von w er-
halten kann.

§ 38. Lemma 12. (Fig. 6.) r
Wenn man durch die Mitte G
der Sehne NM eine Parallele
RQGW zur Azxe und die auf
dieser Geraden sich schneidenden
Tangenten RN und RM an die
Endpunkte der Sehne xieht, so
wird, wenn noch Q mit dem 4
Brennpunkte F durch die Ge-
rade QEF verbunden wird,
REQ = QG = QE. 4 P T "
Beweis: Wird die Tan- Fig. 6.
gente in N von der durch M
zur Axe parallel gelegten Geraden JA/P in P getroffen, so
folgt aus den Eigenschaften der Parabel:
Ostwald's Klassiker 133. 2
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RQ:PM = NR?: NP:.
Es ist aber auch
NR:NP=NG:NM=1:2,

also

RQ:PM=1:4;
und ferner:

RG:PM=1:2,
also-

RQ:RG =1:2
und daher:

RQ =0QG.

Nun ist ferner die Gerade, welche die Parabel in Q berithrt,
der Sehne N M parallel und gegen die Geraden QF und QG
gleich geneigt, also wird

Winkel QEG = QGE
und daher
QFE = QG = RQ.

(17) §39. Anmerkung. Man kann eine Beziehung zwischen
FQ, QG und NM nachweisen, nimlich:

NM:=16FQ-QQ@G.
Aehnlich findet man:
NP* =16FN.-QR=16FN - QG;
und man hat daher
NP:NM=VFN:VFQ
oder L B
NR:NG = VFN:VFQ.

§ 40. Lemma 13. (Fig. 6.) Wenn durch die Mitte G der
Sehne NM die xur Axe semkrechte Ordinate JGg gexogen und
FN+ FM

g mit F verbunden wird, so ist gF — )

Beweis: Es ist nimlich
Fg—FN=NK

FM—Fg=KV =NK,
also:
Fg— FN= FM— Fy
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oder
__FM+FN
=

§ 41. Anmerkung. Dieser Satz wird sehr viel gebraucht
und ist auch auf die anderen Kegelschnitte anwendbar.

[18] § 42. Lemma 14. (Fig. 6.) Wenn FQ, QG und Fg
wie in den beiden vorausgehenden Sitxen gexogen werden, so ist
Fg=FQ+ QG.

Beweis: Es ist niimlich:

GW =1IH=FM— Fg
QW =FM— FQ.
Also durch Subtraction:
QW —GW =Fg—FQ = QG

Fy

und daher .
Fg=FQ+ QQG.

§ 43. Zusatz. Weil QF = QG (§ 38), so ist auch:
Fg=FQ+ QE.

§ 44. Lemma 15. Aufgabe 6. (Fig. 6.) Gegeben sind die
Seiten des Dreieckes FNM; man soll die Distanx FQ ermatteln.

Losung: Da nach § 42 und 40:
FN+FM
Fg=FQ+ QG =12+ IH

2
und weiter nach § 39
NM:=16FQ-QG,

so wird
NME FN+ FM
Fo+fme— — =2
[19] Nennt man also FQ = ¢, so wird
_a-b

="+ 4Vt —F.

§ 45. Anmerkung. Nach Aenderung des Zeichens giébt
dieselbe Formel QE:

QE= QG =

a

1 b—-}V(a—l— bt — k.
ok
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§ 46. Zusatz 1. Hieraus folgt: '
FQ—QE=FE=3Va+ 0 — .
§ 47. Zusatz 2. Es ist nach § 30
(@ 4 b)* — k* = 4abcosc®;
also: o
FE = Vabcosc = FR-cosRFM (§8).

§ 48. Lemma 16. (Fig. 6.) Wird von R das Lot RL
auf FM gefillt, so ist FL = FE und RL = GK.

Beweis: Eg ist ndmlich (§ 8)

FR = Vab
Winkel RFM — c,

also: .
FL = Vabcosc

RL = Vab sinc.
[20] Da aber ferner (§ 30, 47) ‘
Vabsine = § Vk* — (a — b} = L MV = GK
Vab cosc = FE,

so folgt
FL=FFE uwd RL = GK.

§ 49. Lemma 17. (Fig. 7.) Wenn drei belicbige Punkte
N, Q, M der Parabel und ihr Bremnpunkt durch die Geraden
FN, FQ, FM, NQ, QM, NM

2" yerbunden werden, so verhalten
sich diwe Flichen der Dreiecke
NFQ wnd QFM wie die Ab-
schnitte NE und EM und die
(] w Segmente NMQ, NQ und QM
verhalten sich wie die Cuben der
Geraden NM, NG, GM, wobei

2 v Q G parallel zur Axe gexogen ist.
Beweis: Die Dreiecke NOE

und EQM sind, da sie die gleiche

4 F Spitze Q haben, gleich hoch und

Fig. 7. ihre Flichen verhalten sich also
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wie ihre Grundlinien NE und EJ; ebenso sind die Dreiecke
NEF und EFM, da sie die Spitze I/ gemeinsam haben, gleich
hoch und sie verhalten sich daher ebenfalls . wie NE zu EM;
also durch Zusammensetzen:

ANFQ:ANQFM = NE:EM.

* Zieht man sodann NV parallel zur Axe und fillt darauf von

M das Lot MV, so werden nach § 28 die Flichen der Seg-
mente :
uv?

Segm. NMQ = ——
T 244F
Iryr-3
Segm _Z\TQ — .ZW—
24 AF
Mw’

Segm. =,
24 AF

also: . . .

NMQ: MV’ =NQ: VW' = QM: MW".
[21] Diese Abscissen MV, VW und MW verhalten sich aber
wie NM, NG uvnd GM, also ist der Satz bewiesen.

§ 50. Anmerkung. Wenn der Winkel NFM 20 bis 30 Grad
nicht iiberschreitet, dann kann man die Segmente NQ und QM
im Verhiltniss zu den Flichen der Dreiecke NF(Q und Q F' M,
zu denen sie gehoren, ihrer Kleinheit halber vernachlissigen,
so dass die Sectoren ’
NFQ und QFM sehr
nahe im Verhiltniss
der Abschnitte NE
und EM stehen wer-
den, welche auf der
zum ganzen Bogen
NM gehorigen Sehne
von F'Q gemacht wer-
den.

§ 51. Lemma 18.
Aufgabe 7. (Fig. 8.)
Gegeben seien vier Ge-
rade BL, BI, DK,
DH; man soll eine
fiinfte LH so xichen,
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dass die Abschnitte HI, IK, KL in einem gegebenen Verhilt-
nisse stehen.

Erste Lésung. In dem Dreiecke 4BC, welches von
den in I, K, L schneidenden Geraden gebildet wird, bestimme
man auf 4B den Punkt e durch

AB:Be= KI:IH

und hierauf auf BC den Punkt g durch
BC:Cg=LK:KH

oder auf AC den Punkt f durch
AC:Cf=LI:IH.

Die Punkte e, g, f liegen dann auf einer Geraden, welche

die vierte gegebene Gerade ED in dem Punkte H treffe.
Dann bestimme man den Punkt M durch

HD:DM = HK:IK.
Wird schliesslich durch M eine Parallele zu AC gezogen, so
wird diese BC in I treffen und HI wird die gesuchte Gerade
sein (siehe § 52).
[22] Zweite Losung. Durch Trigonometrie hat man:

sin CKI _ sinBAD

AL ~— KL
sinCKI sinADE
DH ~— HEK
sinCIK sinDEB
EH ~—  HI
sin CIK_ sinABE

BL IL
Hieraus kommt: .
ALsin BAD DHsinADE

KL HK
EHsnDEB _ BLsin ABE
HI - IL ’

Macht man nun
KL:HK=1:m

HI:IL =1:n
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so wird sein:
m(AB + BL)sinBAD = DHsinADE
n(ED + DH) sinDEB = BLsin ABE.

Hieraus folgt aber

m(AB + BL)sinBAD
DH = sin ADE
und :
DH=— BLsinABE —n-EDsinDEB
- n-sin DEB !
also: :
BL =" sin DEB(m - ABsin BAD + EDsin ADE)

sin ABE sin ADE — mn sin BAD sin DEB

Wird hieraus BL berechnet, so findet man leicht DH und
damit die Lage der Geraden HL.

[23] § 52. Anmerkung 1. Der Beweis der ersten Losung
ergiebt sich aus Lemma 6 und 7 (§ 24, 25). Es sind nimlich
die Geraden AB, AC, BC, eg und LH Tangenten einer
Parabel.

Wenn man es vorzieht in der Formel, auf der die zweite
Losung beruht, nur von den Strecken Gebrauch zu machen,
so kann man sie in folgender Weise umindern. Zun#chst
kann man sie in folgende tiberfithren:

ABsinBAD

mnm- +7Z:'ED

sindBE _ sin BAD )
sin DEB sin ADE

BL =

Zieht man nun Bd parallel zu ED, so wird sein:
Winkel AdB = ADE

ABsinBAD
smADE D¢
sin ABE _ Ii‘f
sin DEB~ al3

sin BAD o D
sin ADE =~ .a
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und daher
’ m-n-Bd+4n -ED
BL =
TR D
aB nAa
oder

BL__n-aB-Aa-(m-Bd—i—E’D)
= Ea-Aa—m-n-aD-aB

§ 53. Anmerkung 2. Eine andere Losung dieses Problems
findet man in Newfon's »Arithmetica universalis«<. Dieser hat
es zur Ermittelung der geocentrischen Distanz des Cometen
benutzt, indem er die Annahme machte, dass ein kleines Stiick
der Bahn als eine Gerade betrachtet werden diirfe, und weiter,
dass die vier Punkte H, I, K, L die Projectionen von vier
Cometensrtern auf die Ekliptik seien.

(24] § 54. Lemma 19. Aufgabe 8. (Fig. 9.) Gegeben
sind vier Gerade AE, AG, BF, BH; man soll denselben ein
gegebenes Viereck EF G H einschreiben.

Losung: Da die Geraden ihrer Lage nach gegeben sind,
8o kennt man die Winkel CAD, CBD, CAB und CBA.
Zieht man nun durch gegeniiber-
liegende Ecken -des Vierecks
EFGH, nimlich EG einerseits
und F H andererseits Kreislinien
80, dass die Bogen EG und F I
doppelt so gross werden, als die
Winkel FAG bez. FBH, so ist
leicht zn sehen, dass die Punkte
A und B auf diesen Peripherien
liegen miissen. Macht man weiter

' Ea=2CAB und Fb =24BD

' und zieht durch die Punkte a, b

die Gerade baBA, so wird diese

auf den beiden Peripherien die

Fig. 9. Lagen der Punkte 4 und B an-

geben. Zieht man endlich die

Geraden HBC und FBD, so werden EA, GA, FB und HB

jene vier Geraden sein, denen das Viereck KFGH einzu-
schreiben war.

§ 55. Anmerkung. Es ist, wie man leicht erkennt, nicht
nithig, dass die Seiten des Vierecks EFGH in demselben




Abhandlungen zur Bahnbestimmung der Cometen. I,1. 25

Maasse gegeben seien, wie die Seiten des Vierecks ABCD,
sondern es geniigt, dass die Winkel E, F, G, H und das
Verhiltniss der Seiten bekannt sei. Aus diesem Grunde kann
das Problem dann von Nutzen sein, wenn die Bahn eines
Cometen schon sehr nahe bekannt ist. Das Problem wird °
nimlich, wenn die Krimmung desjenigen Theiles der Cometen-
bahn, den derselbe im Intervall von vier Beobachtungen
zuriicklegt, sehr nahe bekannt ist, besser genilgen, als das vor-
hergehende, welches einen Theil der Bahn als geradlinig
voraussetzt.

[(25] § 56. Lemma 20. (Fig.10.) Wenn man die Sehne N3
einer Parabel in G halbirt, G Q parallel xur Axe AF zieht, Q mit
dem Brennpunkte F verbindet und endlich die Sehne N M derartig
in die Lage nin bringt,
dass FQ dieselbe rechit- zr
winkliy halbirt, dann
liegen die  Punkte n
und m auf einer Para-
bel nQm, deren Scheutel
Q, deren Azxe FQ und
deren  Brennpunkt F
ist; ausserdem verhal-
ten sich die’ Flichen
der Sectoren NF Mund
nF'm wie die Quadrat-
wurxzeln aus den Halb-
parametern der beiden Fig. 10.
Parabeln.

Bewecis: Da NG = GM und GQ der Axe parallel ist.
so ist die S8ehne NI parallel zur Tangente der Parabel in Q
und ferner ist

Winkel NEF = 1QFB
umd GQ=QE (§ 38).
Ferner ist:
NM'=16FQ-QG
und daher auch:

nm = 16FQ - QE.

Dies ist aber die Gleichung einer Parabel, deren Axe und
Focaldistanz FQ ist.
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Ferner wird sich, wegen Q G = QUE, die Fliche des Seg-
mentes NQM zur Fliche des Segmentes n(Qm verhalten, wie
der Sinus des Winkels QGE = QEG = NEF zu 1; in
demselben Verhiltnisse stehen aber auch die Flichen der
' Dreiecke NFM und nFm, weil die Grundlinien NM und nm
gleich sind. Also stehen die ganzen Sectoren NFM und nFm
im Verh#ltniss des sin NEF zu 1. Nun ist aber (§ 4)

sin NEF:1 = VAF:VFQ = V24F:V2FQ.
Da nun 24F und 2FQ die Halbparameter sind, so ist der

Satz bewiesen.

[26] § 57. Anmerkung. Dieser Satz lisst sich mit ent-
sprechender Begrenzung auch auf die andern Kegelschnitte
ausdehnen. Es ist auch ohne besondere Darlegung klar, dass
er in der Weise umgekehrt werden kann, dass man aus der
Parabel nQm eine beliebige andere ableiten kann, welche
durch den Scheitel Q hindurchgeht.

§ 58. Lemma 21. Aufgabe 9. (Fig. 10.) Gegeben sei die
Sehme NM und der Pfeil QG; man soll die Fliche des Seg-
mentes NQM und des Sectors NFM finden.

Lésung: Die Fliche des Segmentes nQm ist 3QE.-nm
und die des Dreieckes nFm ist 4 FE-nm. Also wird

Sector nFmQ = $QE-nm + 3 FE - nm
oder > nFmQ=43$QF -nm—+ L FQ- - nm.
Nun ist aber (§ 56)
Sector nF'm : Sector NFM = Segm. nQm : Segm. NQM

=VFQ:VAF
nm = NM
QFE = QGa,
also wird:
AF
2
Segm. NQM = 3 NM - QG 70
AF’
Sector NFM = NM(} GQ + 4 FQ) 70

Da nun .
NM*=16QG- FQ,
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[27] so wird
Segm. NQM = $ VQG - AF B
Sector NFM = (3QG" + 4 NII") %g :
§ 59. Zusatz. Aehnlich erh!i.lt man:
AF )

Sector NFM — NM(9 ot Q)

§ 60. Lemma 22. Aufgabe 10. (Fig.10.) Gegebm set die
Sehne N M = k und die Summe der Seitetn FM -+ FN = a4 b;
man soll die Fliche des Sectors NFM finden.

Losung. Da man hat (§ 58): L

AF
Sector NFM = NM(} QG + L FQ) VFE
und weiter nach § 44, 45:
FQ=4(a+b+4V(@+0b®— k)
QG =14(a+b—Via+ b — &),
so folgt nach Substitution und ausgefihrter Reduction:
Koa+b4+4Via+0*— &
3Va+b+Via+0of — &

(28] § 61. Zusatz 1. Da

(a+b0+Vae+0f —F)(a+b—Va+ 0 —F) =k,
so folgt aumch:

Sector NFM = J VAF.

Sector NFM .
=Vat+b—Va+b—F (a+b+4Vatop —k*)V‘;F-

§ 62. Zusatz 2. Der zweite Factor dieser Formel, nimlich

a+b+4+4V(a—+ b — Kk, geht nach leichter Aenderung
tiber in

te+b)+ila+b+Vatop —#),
80 dass man die Formel selbst in folgende tiberfithren kann
3 Sect. NF M
VAF
=3{a+5)V(a+b)—Vatb—k—+ 4.V (a+b)+V(at b — R,
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oder wenn man der Kiirze halber a 4 b = g setzt,

t. NFM —— = —
e N —1Vg— Ve — R+ 3k Vot Vg — &

VAF
§ 63. Zusatz 3. Hieraus aber folgt:
3 Sect. NF M
VAF
g+k k k
=%g g.-'____.% V +%LV9+ +1k-l/g
und auch:
3 Sect. NFM _ Vg—{—/u VJ
k) 19—k
} AF’ o+H 20

[29] oder am kilrzesten:

3 Sect. .i\’F.M_ (g —+ k 3— ((] —_ ],,).g.
}AF 2
Die Fliche 4 des Sectors wird also:

= ovaF (PR - (=),

§ 64. Anmerkung 1. Fiir diese sehr schone Formel, die
wir hier durch ein weitliufiges Rechnungsverfahren ermittelt
haben, werden wir unten einen kiirzeren Beweis geben, wenn
von der Ermittelung der Zeit, in welcher ein Comet einen
bestimmten Bogen seiner parabolischen Bahn durchmisst, die
Rede sein wird. Dann werden wir auch angeben, was man
erhilt, wenn die Bahn ein beliebiger Kegelschnitt ist und
welche Aenderungen und Beschrinkungen dann eintreten.

§ 65. Anmerkung 2. Das sind die hauptsichlichsten Sitze,
welche ich vorausschicken wollte, um die Theorie der parabo-
lischen Cometenbewegung um so eleganter darstellen zu konuen.
Wir werden in der That sehen, dass die bisher abgeleiteten
Formeln sich einfacher gestalten, wenn wir an Stelle der Fliche
des Sectors die Zeit einfithren, die der Comet zum Durchlaufen
des Bogens braucht.




Abhandlungen zur Bahnbestimmung der Cometen. I,2. 29

130} Zweiter Theil.

Die wichtigsten Eigenschaften der parabolischen
Bewegung der Cometen.

§ 66. Gesetz 1. Alle Himmelskorper, welche sich um die
Sonne bewegen, Planeten sowohl als Cometen, werden durch
Centralkrifte getrieben und werden von der Sonne angexogen,
so dass die Anxichung wingekehrt proportional dem Quadrat der
Distanz st. *

§ 67. Gesetz 2. Die Zeiten, in welchen sie dic Bogen threr
Bahn durchlaufen, sind den Flichen proportional, welche der
Radiusvector, d. h. die Verbindungslinie der Sonne mit den
Cometen oder Plancten, iiberstreicht.

§ 68. Gesetz 3. Dic Bahnen, in denen sie sich um dic .
Sonne bewegen, sind nothwendig Kegelschnitte, in deren einem
Brennpunkte sich die Sonne befindet.

[(81] § 69. Gesetz 4. Wenn verschiedene Cometen und
Planeten unter sich verglichen werden, so ist die Zeit, in welcher
der Comet oder Planet einen Bogen seiner Bahn durchliuft,
proportional der vom Radiusvector iiberstrichenen Fliche, divi-
dirt durch die Quadratwurxel aus dem Halbparameter der Bahn,

§ 70. Anmerkung. Es ist hier nicht der Ort auseinander-
zusetzen, was in diesen Gesetzen der Beobachtung und was
den Principien der Mechanik zu verdanken ist. Die Grundlage
hat Kepler gegeben, indem er die drei letzten Gesetze mit
vieler Miilhe aus den Beobachtungen ableitete und sie auf die
Planeten anwandte. Das erste Gesetz hat Newton aus Beob-
achtungen deducirt, dann aber alles aus den Principien der
Mechanik abgeleitet, indem er die ersten Fundamente einer
Theorie der Centralkrifte schuf. Das dritte Gesetz und nament-
lich die Nothwendigkeit desselben hat Joh. Bernowlli mit ge-
wohntem Scharfsinn ins volle Licht gesetzt. Diese Geselze
sind so einleuchtend und so allgemein bekannt, dass es Zeit-
verschwendung wire, wenn ich von Neuem auf ihren Nachweis
einginge. Sie sollen hier als Principien hingestellt sein, aus
welchen die specielleren Eigenschaften der Bewegungen der
Himmelskérper abzuleiten sind. Diese letzteren aber will ich
in nattirlicher und stetiger Folge, soweit sic zu unserem Ziele
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beitragen konnen, aus jemen Gesetzen ableiten, indem ich .
bereits bekannte vorausschicke und unter die neuen einfiige.

(82] § 71. Lehrsatz 1. (Fig. 11.) Wenn zwes oder mehrere
Cometen in elliptischen Bahnen sich bewegen, deren grosse Axen
gleich sind, so sind auch die Umlaufszeiten gleich.

E

Fig. 11.

Beweis: 8ei F das Centrum der Sonne und zugleich
Brennpunkt der Ellipse 4D B mit der grossen Axe 4B, der
kleinen Axe £ G und dem Halbparameter F'D; dann ist nach
den Eigenschaften der Ellipse:

FD.AC = CE*= AF. FB.
Bezeichnet ferner 71':- das Verhiltniss des Kreisdurchmessers

zur Peripherie, so ist die Fliche der Ellipse
A=m-AC.CE.
Nach Gesetz 4 (§ 69) ist aber die Zeit proportional der Fliche,

dividirt durch die Quadratwurzel aus dem Halbparameter.
Nennt man also T' die Umlaufszeit, so wird

P AC-CE
mVFD
Nun ist aber
— CE
v4c’

also wird: »
=" 4c%
m



Abhandlungen zur Bahnbestimmung der Cometen. I,2. 31

Die Umlaufszeit hingt also einzig und allein von der grossen
Axe der Ellipse ab. Damit ist unsere Behauptung bewiesen
zugleich mit dem folgenden

[33) § 72. Lehrsatz 2. (Fig. 11.) Die Umlaufsxeiten
der in Ellzpsen sich bewegenden Cometen und Planeten verhalten
sich wie die dreihalbten Potenxen der grossen Halbaxen oder
der mattleren heliocentrischen Entfernungen.

Beweis: Die mittlere Distanz ist nimlich

nach dem vorausgehenden Lehrsatz ist aber
=24 c¥,
also ist auch .
=" FE?t.
m

§ 73. Aufgabe 12. Man soll die Distanxen und Umlaufs-
xeiten der Cometen wnd Planeten, sowie auch deren Verhiltnisse
in Zahlen ausdriicken.

Erste Losung. Da die Erde sich in einer Ellipse be-
wegt, so setze man die mittlere Distanz derselben von der
Sonne = 100000 und drticke in denselben Einheiten alle
anderen Distanzen aums. Sodann z#hle man die Zeit in ge-
wohnlichen Tagen und deren Decimaltheilen. Es ist aber die
Umlaufszeit der Erde gleich 365.25659 Tage. Daher haben wir
[34] in der Formel des vorhergehenden Lehrsatzes:

AC = FE = 100000, T = 365.25659;

damit wird der Werth von m gefunden, welcher das gesuchte
Verhiltniss ist. Es wird

L — A C%
T
und daher .
log AC?* = 7.500 0000
logw = 0.497 1499
7.997 1499
logT = 2.5625980

logm = 5.4345519
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woraus
m = 271 989.4

und daher .
p A0 -

271989.4

Zweite Losung. Seit Erfindung der Decimalbriiche ist
es bequemer, die mittlere Distanz der Erde gleich 1 zu setzen.
Setzt man daher

T=nmdacCt
und nimmt 4C = 1, so folgt
T
n = —-
7

und man hat
log T == 2.562 5980

log 7z = 0.497 1499

logn = 2.065 4481

woraus

n = —1— = 116.2648 .
n

(35! Ist daher die Fliche eines beliebigen Sectors gleich .,
der Halbparameter gleich s, die Zeit, in der der Bogen durch-
laufen wird, in Tagen ausgedrickt gleich T', so wird
1) wenn die mittlere Distanz der Erde = 100000 gesetzt
wird,
A nA A

T= ,,..=_"‘_.—=—:——.
mVs Vs Vs-2719894’

2) wenn die mittlere Distanz der Erde = 1 gesetzt wird:

p_ A__nd _ 41162648
mVs Vs Vs

§ 74. Anmerkung. Den Buchstaben 7, m, n, 4, T
werden wir im Folgenden meistens dieselbe Bedeutung bei-
legen wie hier, wie wir auch die Bedeutung der oben (§ 33)
eingefiihrten Buchstaben a, b, ¢, k£ beibehalten wollen. Die
Buchstaben m, T, A hat schon Euler in der »Theoria Come-
terum et Planetarume« im selben Sinne benutzt.
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§ 75. Aufgabe 13. Man soll dic Geschwindigkeit cines in
cinem Kreise sich bewegenden Himmelskirpers finden.

Losung. Ist r der Halbmesser des Kreises, r®s seine
Fliche, so wird die Umlaufszeit
’ 2
7 n_ — il: r% i
mVr m
[86] In dieser Zeit wird die Peripherie 277 beschrieben. Wenn

man daher die Geschwindigkeit ausdriickt durch den Bogen,
der in einem Tage durchlaufen wird, und sie K nennt, so wird

T=

2rr _ 2m
T Vr

§ 76. Lehrsatz 3. (Fig. 12.) Wenn ein Comet sich in
ciner Parabel AM bewegt, so verhilt sich seine Geschwindig-
keit am einer beliebigen Stelle M ~u der Geschwindigkeit, mit
welcher er sich in derselben
Entfernung von der Sonme F N
auf einer Kreisbahn bewegen
wiirde, wie V2: 1.

Beweis: Da die Zeiten
sich wie die Flichen, divi-
dirt durch die Quadrat-
wurzeln aus den Halbpara-
metern verhalten (§ 69), so
wird die Zeit, in der der
unendlich kleine parabo- —F
lische Bogen M N durch- Fig. 12.
laufen wird, sein

K =

Sect. MFN.
= my2ar '
die Zeit aber, in der der Kreishogen M P darchlaufen wird:
§ — Sect. JIE’P )
mYy M

Da aber die Geschwindigkeiten gleich den Bogen, getheilt
durch die Zeit sind, so wird, wenn wir sic bez. mit (' und N
bezeichnen:

Ostwald’s Klassiker. 133, N\
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MN MN-mV2AF

C= "7 = oot (MFN)
K MP _ MP-m VFM
Tt Sect. (MFP)
also:
C:K=MN-V2AI7’. MP.VFM

Sect. (MFN) " Sect. (MFP)
Es ist aber (§ 4)

AF = MFsin MNP* = MF. MP
MN?’
[87] also:

MNVAF = MPVMF.

Da nun der Winkel M FP unendlich klein ist, 80 werden die
Fldchen gleich und daher

C:K=V2:1.
§ 77. Zusatz. Da die Kreisgeschwindigkeit nach § 75 ist
__ 2m
~ VMF’
so wird die parabolische Geschwindigkeit:
| o =2mV2
VMF

Diese Formel driickt die Strecke aus, welche der Comet in
einem Tage in der Richtung der Tangente durchlaufen wiirde
(§ 75), wenn er nicht durch die Anziehung von der geraden
Linie abgelenkt wiirde.

§ 78. Anmerkung. Von dieser Eigenschaft der parabo-
lischen Bewegung kann man Gebrauch machen, wenn man die
Linge des in einem kleinen Zeitintervall durchlaufenen Bogens
genithert anzugeben hat; dieselbe kann auch mit entsprechen-
der Beschrinkung auf elliptische Bahnen ausgedehnt werden.
Die schéne Einfachheit des Satzes riihrt daher, dass die
parabolische Geschwindigkeit ausschliesslich von der heliocen-
trischen Entfernung des Cometen abhingt und dieselbe bleibt,
welches auch der Parameter der Parabel sei. Da aber die
Geschwindigkeit sich von Moment zu Moment #ndert, so ist
der Nutzen des iibrigens lingst bekannten Satzes ein geringer.
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(38) § 79. Auf- 'S
gabe li. (Fig. 5.) Ge- >
geben_ seten die beiden .

Radienvectoren N F und
MF und der Winkel
N FM; man soll die Zeit . ‘
ﬁndm, in . welcher der meea=”
Comet den parabolischen
Bogen NM beschreibt.
Losung: Die Fli-
che des Sectors NFM A F K . x

A =4Vab-sinc(a+ b+ Vabeosc). -
Der Halbparameter ist (§ 28) -
8§=24AF =

B T

2ab sinc? )
_ a+b—2Vab-cosc
Da nun die gesuchte Zeit durch (§ 75)
p— "4
Vs

gegeben ist, so erhilt man durch Substitution:

335 (@ 45+ Vabeose) Va+ b —2Vabcose.

§ 80. Zusatz 1. Diese Formel giebt entwickelt:
18m* T* = (a + b)* — 3(a -+ b)ab cosc® — 2ab Vab cosc’
oder s ’
18m*T? = a® + b* + 3(a + b)absinc? — 2abVab cosc?,
so dass also, wenn die Zeit gegeben ist, jede der Grissen
a, b, ¢ durch eine Gleichung dritten Grades gefunden wird.

(88] § 81. Zmsatz 2. Wird ¢ = { NFM = 90° oder
NFM = 180° also cosc = 0, so wird die Formel sehr kurz:

n
T=——(a+0)}.
3V2( + )
Dies ist also die Zeit, die ein Comet braucht, um von einem
beliebigen Punkte seiner Bahn zum entgegengesetzten aunf
demselben Durchmesser zu gelangen.

€Ae
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§ 82. Zusatz 3. Ist also die Zeit bekannt, die der Comet
von einem seiner Knoten bis zum andern braucht, so kann
damit die Summe der in der Knotenlinie liegenden Radien-
vectoren @ 4 b angegeben werden:

3
a+b=)18Tm*.

§ 83. Aufgabe 15. (Fig. 5.) Gegeben ist die Summe der
Radienvectoren NF und MF und die Sehne NM, welche das
Dreteck NFM begrenxt; man soll die Zeit finden, in welcher
der Bogen NQM durchlaufen wird. -

Erste Losung: Da nach § 30 ist:

2AF = 3 = ki—(i_:ﬂt_.__.
2(a4+b—V(a+ b)E—k¥)

und

A=1la+b+{V(@+ b =) ViE— (a —b),
80 erhalt man durch Substitution in die Formel (§ 73)
r—="4
Vs

[40] nach durchgefithrter Reduction
T— ?% (a4+d4+4Via+ o) =) Vatbo—Viatr iy — 2.

Zweite Losung: Gebraucht man die Formel (§ 31)

2AF = (k* — a—b)’)(a+b+m) Tl
so hat man auch:
__m k(a+b+-}Vm-——k*)
312 Vat+b+Vetof —i
~ Dritte Lésung: Nach § 63 ist

34 (a+b+k) (a+b_1c)’3

VAF
Also hat man nach § 73, wonach T= ﬁé = ——‘:1:— ist,
Vs  mV2AF

auch:
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( a+b+k3 a4-b—k 3)
m3 V2 ( ) ( 2 ’

§ 84. Zusatz 1. Nennt man die Summe der Radienvec-
toren @ 4 b =g, so kann die Formel der ersten Ldsung in
folgende Gleichung aufgelost werden:
0=k"+}-69°k'+ 9g*k* — 144 m*T*g*— 432m?* T gk*+- 12*m* T,

[41) § 85. Zusatz 2. Aehnlich kann die Formel der
dritten Losung in die Reihe tibergefithrt werden:

1 & 1-3.56 & 1-3.57-9 &
mT=kV9— 1 g 46810, 468:10-12-14g%

oder wenn die Briiche ausgerechnet werden:

15 1 i 3 k’ 143 I::9
AMT=kVg— o — e — o i e
' 2457 12847 1024,  98304,%

Diese Reihe ist um so convergenter, je kleiner der Winkel
NFM ist. Fir grossere Winkel ist die endliche Formel selbst
vorzuziehen.

§ 86. Aufgabe 16. (Fig. 6.)- Gegeben ist die Sehne NM
und der Pfeil QG = QE; man soll dic Zeit finden, in welcher
der Comet den Bagen NM durchliuft.

Lpsung: Da nach § 58

P
N AF
und ferner nach § 73 w
r= "1
V2AF
142] so0 wird: v
n(3QG* + NI
= —— © 4 F I y:g
veQa Fig. 6.

§ 87. Aufgabe 17. (Fig. 6.)
Gegeben ist die Schne NM und der Radiusvector FQ; man soll
die Zeit finden, tn der der Comet den Bogen NM beschreibs.
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Lésung: Nach der Formel der vorhergehenden Aufgabe ist

p QG+ NI
V2Qa
Da nun ’
. 16FQ=QG
ist, so-folgt: . ... . SR
—nNM (NI 1VF’G)
V2 \ggpq?

§ 88 Zusatz. Entwickelt man diese Formel in die
Gleichung

NM® + 48NM.- FQ’—96V2m T FQ’

und wendet dann die Methode an, die ich im Bande III der
»Acta Helvetica« (1758) beschrieben habe, so ergiebt sich die
Reihe:

_ 3 m3 5 M5 7mm
NM=V2(2mT-,—-m7: 6'mT___ m'T
U [ LS
[43] Wenn man die mittlere Entfernung der Erde = 1 nimmt
und fir m = ~117 den Werth setzt, dem wir oben (§ 73) ge-

funden haben, niimlich » = 116.2648, so wird die Reihe, in
Zahlen aunsgedriickt:

7}

3 -
NM = 0.024 3275 T| — 0.000 000 299 9500 ~»T—,~
FQ* . PQ?
- 0.000 000 000011 094 87 — r 3 + -
FQ°

Die Logarithmen der Coefficienten sind:

des ersten 0.386 0967 — 2

des zweiten 0.477 0488 — 7

des dritten 0.045 1222 — 11
§ 89. Anmerkung 1. Diese Reihe scheint ausserordentlich
convergent zu sein; sie convergirt um so schneller, je weniger

Tage die Zwischenzeit 7' betriigt, vorausgesetzt, dass der Radius-
vector nicht betrichtlich kleiner als die Einheit ist.



Abhandlungen zur Bahnbestimmung der Cometen. I,2. 39

§ 90. Anmerkung 2. (Fig. 10.) Unsere Formel wird
tiberdies auch in dem Falle von Nutzen sein kénnen, wo man
die Li#nge der Ordi-
nate »m zu berech- M
nen hat, wenn die
Zeit, in welcher der
Bogen nQm durch-
laufen wird, gegeben
ist.

§91. Aufgabel8.
(Fig. 10.) Gegeben ist
der Pfeil QG und der
Radiusvector FQ; man
soll die Zest finden, in
welcher der Comet den
Bogen NQM dwrch-
lauft.

[44] Losung. Da (§ 86)

L G+ L NIM®

T=1 —
veQa
und
NM* = 16FQ QG,
so folgt:
2QG* 4+ 2FQ. QG
T=mn — .
V2Qa
§ 92. Zusatz. Hieraus folgt umgekehrt:
T b
FQ = V;”—QG — 106G = (§ 40, 42) ‘H‘; —Qa,
also:
2mT
b= 1Qa.
"= e T

§ 93. Lehrsatz 4. (Fig. 10.) Wird dieselbe Construction
ausgefiihrt wie in Lemma 20 (§ 56), dann sind dic Zeiten, in
welchen die Bogen NQM und nQm durchlavfen werden, cin-
ander gleich.

Erster Beweis: Aus der vorhergehenden Aufgabe erhellt
néimlich, dass die Zeit gegeben ist durch den Radiusvector F'()
und den Pfeil QG. Nun sind aber in beiden Paraheln wasch
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dem citirten Satze (§ 56) die Radienvectoren und die Pfeile
QG = QF einander gleich. Also sind es auch die Zeiten,
in denen die Bogen NJM und nm durchlaufen werden.

[45] Zweiter Beweis: Da die Zeiten sich wie die Flichen
dividirt durch die Quadratwurzeln aus denm Halbparametern
verhalten (§ 69), so verhalten sie sich also wie

Sect. HM} su Sect.(_n{f_’m).
V2AF V2FQ
Da nun nach § 56 .
Sect. (NFM)  Sect. (nF'm)
V24F  V2FQ
so sind auch die Zeiten gleich.

§ 94. Zusatz. Da die Zeit gegeben ist durch die Summe
der Radienvectoren F'n 4+ Fm bez. FN 4+ FM und durch die
Sehne nm bez. NM, im vorliegenden Falle aber nm = NM
(§ 56) und die Zeiten gleich, so ist umgekehrt klar, dass auch
nF+ mF = NF-4 MF odér die Summe der Radienvectoren
gleich sein muss.

§ 95. Anmerkung. Diese hervorragende Eigenschaft der
parabolischen Bewegung der Cometen kann auch mit ent-
sprechender Begrenzung auf die anderen Kegelschnitte aus-
gedehnt werden. Uebrigens ist anch hier dasselbe zu bemerken,
was wir schon zum Lemma 20 (§ 56) bemerkt haben, nimlich
dass wir, wenn der Brennpunkt F' festgehalten wird, statt der
Parabel N eine beliebige andere nehmen konnen, die durch
Q hindurchgeht. Und da die Zeit, in welcher die Bewegung
des Cometen durch den beliebigen Bogen NQM ausgefiihrt
wird, einzig und allein abhiingt von der Linge der Sehne N.M
und von der Summe der Seiten NF + MF, so ist damit ganz
allgemein der Isochronismus der Cometenbewegung dargethan
und die Geschwindigkeit ist, wenn sie auch selber unbekannt
[46] ist, in derselben Distanz von der Sonne in allen Parabeln
dieselbe. Nunmehr wollen wir untersuchen, was hieraus folgt.

§ 96. Lehrsatz b. (Fig. 10.) Wenn die Summe der Radien-
vectoren FN -+ FM und die Sehne NM gegeben sind, dann wird
die Zeit, in welcher der Bogen NQM, der die Sehne spannt,
durchlaufern. wird, stets vollig dieselbe sein, von welcher Parabel
wir auch Gebrauch machen, wofern nur die Summe der Seiten
FN 4 FM grisser als der Halbparameter ist.

?
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Beweis: Der erste Theil des Satzes folgt daraus, dass
die Zeit nur von der Sehne NM und der Summe der Seiten
FN + FM abhingt. Wenn aber irgend welche Parabel ange-
nommen wird und die-
selbe durch den Punkt : b
@ gehen muss, so ist :
klar, dass der grosste
Halbparameter nur
2F(Q séin kann. Nun
ist aber (§ 94) FN
+ FM=Fn -+ Fm
und Fm=Fn=FQ
-+ QF und daher Fn
> FQ und mithin
FN 4 FM > 2FQ.

§ 97.  Anmer- 4 F B
kung. Man muss also Fig. 10.
eine solche Parabel _
auswihlen, dass ihr Halbparameter kleiner als 2FQ wird.
Wenn daher eine Scala zu construiren ist, die fiir beliebige
Parabeln dienen kann, so wird sich diejenige am meisten em-
pfehlen, deren Parameter gleich O ist, oder was dasselbe ist,
die gerade Linie, die vom Centrum der Sonne ins Unendliche
gezogen wird. Wenn nun auch kaum ein Comet sich in einer
derartigen geradlinigen Parabel bewegt, so kann sie doch mit
Nutzen verwendet werden und gewiss als Maass dienen, um
die Bewegung der Cometen in beliebigen anderen Parabeln zu
[47] definiren. Da diese Parabel mit einer Geraden identisch
ist, so scheint der Comet, der in ihr sich zu bewegen supponirt
wird, gleichsam auf die Sonne zu zu fallen. Es ergiebt sich
80 ganz natiirlich folgende

§ 98. Definition 1. Unter »lapsus parabolicus« eines Cometen
in Bexug auf die Sonne versteht man die Bewegung desselben auf
evner Parabel, deren Parameter gleich Null ist, oder deren Scheitel
mit dem Brennpunkte tm Centrum der Sonne xusammenfallt.

§ 99. Zusatz 1. Da die Parabel ins Unendliche ausliuft,
so beginnt der »lapsus parabolicus« mit Null; in irgend einer
bestimmten Entfernung von der Sonne aber ist er das wohl-
definirte Maass der Geschwindigkeit.

§ 100. Zusatz 2. Da die Geschwindigkeit des Cometen
in der Parabel nur von seiner Entfernung von der Sonne




42 J. H. Lambert.

abhiingt (§ 78), so wird sie, wenn diese mit MF bezeichnet
wird, sein (§ 77):
c=2mre
VMF

§ 101. Zusatz 3. Da ferner der lapsus parabolicus im
Anfang Null ist (§ 99), so ist es bequemer, die Zeiten vom
Centrum "der Sonne nach riickwiirts zu zihlen, indem man an
Stelle des Falles den parabolischen Aufstieg nimmt.

(48] § 102. Aufgabe 19. (Fig. 13.) Man soll dic Intervalle
der Zeiten tm lapsus parabolicus definiren, oder die Zeit, in
welcher der Comet von einer gegebenen Enifernung bis zw einer
bestimmten anderen gelangt.

Losung: 8ei F das Centrum der Sonne, FM die eine
Distanz, FN die andere, so ist nach der Zeit gefragt, in
r r nr

I T 1

Fig. 13.

welcher der Comet die Strecke M N znriicklegt. Wir betrachten
FM und FN als Radienvectoren, MN als die Sehne des zu
durchlaufenden Bogens, welcher in unserem Falle keine Kriim-
mung hat, dann wird sein (§ 83)

=3”:Vé((FN+F2ﬂl+MN) _(FN+F;1[ MN) )

Nun ist im vorliegenden Falle:
MN = FM— FN,

also:
FN+F£1+MN=FM
FN 4 F2M-—MN____FN

und daher die gesuchte Zeit:
1

T= —
3mYV 2

(FM* — FNY),
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(49] § 103. Zusatz 1. Die Zeit, in welcher der Comet
von M bis zum Centrum gelangt, wird also erhalten, indem
man FN = O setzt, niimlich:

_ Mt
3mV 2

§ 104. Zusatz 2. Hieraus folgt umgekehrt:

T =

2\ 3.
P (52,

oder wenn wir fiir » den Werth substituiren, der der mittlereﬁ
Entfernung 1 der Erde von der Sonne entspricht (§ 73)

log FM == 2 log T — 0.958 5412.

Durch diese Formel wird also in bestimmten Zahlen die Distanz
FM durch die Zeit des lapsus parabolicus definirt und um-
gekehrt.

§ 105. Anmerkung. Wenn man in die Formel des ersten
Zusatzes fiir FM der Reihe nach die mittleren Entfernungen
der Planeten substituirt, so findet man die Zahl der Tage, in
welchen der parabohsche Fall des Cometen in die Sonne aus-
gefithrt wird, nimlich

vom P aus in 807.50 Tagen
» 4 » » 325.00 o>
» d > » 51-54 b d
s 35 > » 2740
» Q » » 1685 »
, ') § > » . 6.60 . »
Genauer ist der »lapsus parabolicus« fiir die Lingeneinheit
= mittlere Entfernung der Erde:

278 9b 41m 345,

[60] § 106. Zusatz. Da der besprochene Fall schneller
ist als in jeder beliebigen elliptischen, parabolischen oder kreis-
formigen Bewegung, so geben die obigen Zahlen die halbe
Dauer der kiirzesten Zeit, welche ein Comet innerhalb einer
Planetenbahn zubringen kann. Die kiirzeste Dauner selbst wird
fiir die
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D-Bahn 1615.00 Tage
q- » 650.00 »
- » 103.08 >
5- » 5480 .
Q- » 3370 »
8- » 13.20

Wenn ein hyperbolischer Fall angenommen wiirde, so wiirde
diese Dauer eine kilrzere sein, wie man durch leichte Ueber-
legung findet. Da aber der parabolische Fall die Grenze des
elliptischen ist, so haben wir doch lieber den parabolischen den
kilrzesten genannt. Es erhellt ilbrigens hieraus, dass die Co-
meten, welche sich unserer Betrachtung darbieten, fast volle
finf Jahre innerhalb der Bahn des Saturn verweilen, wenn
wir sie auch kaum ebensoviele Monate sehen kdnnen.

§ 107. Definition 2. Unter Scala der parabolischen Ge-
schwindigkeiten wollen wir die Darstellung der Geschwindigkeiten
etnes in einer Parabel sich bewegenden Cometen fiir jede beliebige
Entfernung von der Somne verstehen. -

§ 108. Lehrsatz 6. (Fig. 13.) Wenn F das Centrum der
Sonne bedeutet und es wird xu jedem belicbigen Pumkte M die
Zahl der Tage geschrieben, in welchen der parabolische Foll von
[61) M nach F ausgefishrt wird, so ist die auf diese Weise
getheilte Gerade FM die Scala der parabolischen Geschwindig-
kesten.

Beweis: Es stellt nimlich eine beliebig kleine Abscisse
Mm die Strecke des Falles dar. Wenn nun die Zeiten bei-
geschrieben sind, so wird auch der Zeitraum gegeben sein, in
A4

& 1 1
I T T

P T N ™
t

—»—a

Fig. 13.

welchem der Fall durch Mm ausgefihrt wird. Wenn man
aber die Strecke Mm durch diesen Zeitraum dividirt, so hat
man die Geschwindigkeit. Es stellt -also M die Geschwin-
digkeiten des parabolischen Falles dar. Da nun die Ge-
schwindigkeit eines in einer beliebigen Parabel sich bewegenden
Cometen fiir dieselbe Distanz von der Sonne constant ist (§ 78),
so folgt, dass die Scala F'M ganz allgemein die Geschwindigkeit
der parabolischen Bewegung darstellt.
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§ 109. Anmerkung. Man kann auch noch andere Me-
thoden dieser Art geben, um die Scala zu construiren, die hier
beschriebene ist aber fiir unseren Zweck die angemessenste.

§ 110. Aufgabe 20. (Fig. 13.) Man soll die Scala der
parabolischen Geschwindigkeiten construiren.

Losung. Setzt man die mittlere Entfernung der Erde von
der Somne FT = 1, so kann nach der Formel (§ 104)

log FM = % log T — 0.958 5412

(62] fiir jede Anzahl von Tagen T die entsprechende Distanz
FM berechnet werden; dieselbe wird aus F auf der Geraden
FM aufgetragen und zu M die zugehorige Zahl der Tage hin-
zugeschrieben; dann ist die Scala construirt.

§ 111. Anmerkung. (Fig. 14.) Beistehende Figur stellt
eine Scala dar, ausgedehnt bis auf 100 Tage. F ist das
Centrum der Sonne, F'T die mittlere Entfernung der Erde von

T
0 10
[ x4 Jrt RRRRR,

T 17

o
F i) 9
Fig. 14.

der Sonne; der Punkt T muss also auf 279 9% 41™ 34¢ fallen
(§ 105). In einem grosseren Massstab angelegt, werden die
Theile leichter zu unterscheiden sein. Es ist selbstverstindlich,
dass man bei Construction einer Cometenbahn denselben Mass-
stab, d. h. dieselbe Strecke fiir die Entfernung F'T. wihlen
muss, wie in der Scala. Hieran brauche ich also in Zukunft
nicht mehr zu erinnern.

§ 112. Aufgabe 21. (Fig. 14, 15.) Wenn eine Cometen-
bahn, in demselben Massstabe wie die Scala, gexeichnet vorliegt,
so soll man die Zeit angeben, wn welcher ein beliebiger gegebemer
Bogen derselben durchlaufen wird.

Losung: I 8ei AM die Parabel, F ihr Brennpunkt, F'T
die astronomische Einheit; gefragt wird, in welcher Zeit der
Bogen M N durchlaufen wird. Man trage FN in Fy auf,
halbire »M in g, dann wird Fg = §{(FN -+ FM). Ebenso
halbirt man die Sehne NM in G- Dann trigt man Fg auf
der Scala von F aus auf, wo es in 2296 einschneidet. Ferner
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[68] wird die halbe Sehne auf der Scala von g nach beiden
Seiten aufgetragen, wodurch man m und n erhilt, die in 4243
bez. 744 einschneiden. Diese beiden Zeiten von einander sub-
trahirt, geben 3499 und das ist die Zeit, in der der Bogen
NM durchlaufen wird.

M

Fig. 15.

II. Wenn der durchlanfene Bogen M AN’ im Brennpunkte
einen stumpfen Winkel oder einen, der grdsser als zwei Rechte
ist, spannt, so wird auf dieselbe Weise die halbe Summe der
Radienvectoren 4(MF + N'F) und die Hilfte der Sehne MN'
gesucht. Jeme fillt auf 2192 und die halbe Sehne von 2132
aus vorwirts und riickwirts aufgetragen giebt die Punkte 5990
und 093. Da aber der Winkel MFN' ein stumpfer .ist, so ist
die Summe dieser Zeiten zu nehmen, d. h. 5990 4- 093 = 5943
ist die Zeit, in welcher der Bogen M AN' durchlaufen wird.

III. Wenn die Zeit gesucht wird, in welcher der Comet
vom Punkte M nach dem entgegengesetzten Punktie M’ kommt,
so fallen hier die Radienvectoren ¥ und FM’ mit der Sehne
MM' zusammen und die Zeit wird am schnellsten gefunden,
wenn man die ganze Sehne MM’ auf die Scala auftriigt; sie
fallt hier auf 5292, welches die Zeit sein wird, in welcher
der Bogen M AM' durchlaufen wird.
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Beweis: Wenn nimlich die Summe der Radienvectoren
und die Sehne des durchlaufenen Bogens dieselben sind, so
ist die Zeit dieselbe, von welcher Parabel man auch Gebrauch
mache (§ 96); wenn daher die halbe Summe in Fig aufgetragen
und die halbe Sehne von g aus nach m und %, so ist mn
die Linge der Sehne. Da aber in der Scala die Zeiten ein-
[54] geschrieben sind, in demen der Comet die Strecke mn
durchlduft, so ist klar, dass damit anch die Zeit gegeben ist,
in der M N zuriickgelegt wird.

§ 113. Anmerkung l. Aus der Formel (§ 104, 110)

log FM = 2 log T — 0.958 5412
oder Y :
!
M= (.lﬁff
n

erhellt, dass das Quadrat der Zeit, in welcher ein Comet von
einem gegebenen Pumkte g in parabolischer Bewegung zur Sonne
F gelangt, sich verhilt wie der Cubus der Distanx Fg. Die
Folge davon ist, dass in der Scala der parabolischen Geschwin-
diglkeiten in der vierfachen Enifernung von der Somne die Zeiten
8mal grosser sind. Ueberhaupt ist der Cubus des Vierfachen
gleich dem Quadrate des Achtfachen. Wenn man daher in
die Scala auch nur die ganzen Tage einschreibt, so konnen
doch Bruchtheile derselben abgelesen werden; etwa Intervalle
von drei Stunden oder halben Tagesquadranten. Es ¢st nimlich
dem vierten Theile der Distanx der achie Theil der Zeit beixu-

schretben.

§ 114. Anmerkung 2. Um in der Anwendung die Hal-
birung der Sehne NM und der Strecke » M sich zu ersparen,
ist es gerathen, die Scala im doppelten Massstab zu con-
struiren. Dann hat man die ganze Summe der Radienvectoren
FM und F'N und die ganze Sehne auf die beschriebene Weise
auf der Scala abzutragen und es leuchtet ohne Weiteres ein,
dalfsl man dadurch die doppelte Genauigkeit der Ablesung
erhilt.

[55] § 115. Anmerkung 3. Um die Zeichnung der Scala
kiirzer und leichter bewerkstelligen zu konnen, kann man eine
Tafel berechnen, die das Verhiltniss zwischen der Zeit und
dem »lapsus parabolicus« enthilt. (§ 110.) Diese Tafel wird
auch von Nutzen sein, wenn man die Aufgabe durch Rechnung
losen will. Wir haben des hiufigen Gebrauches halber .eine
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solche Tafel am Schlusse des Buches angehingt. Uebrigens
gilt von der Tafel dieselbe Bemerkung wie von der Scala (§113),
wenn man Bruchtheile der Zeit zu erhalten wtinscht.

§ 116. Anmerkung 4. Aus Vorstehendem erhellt, dass
der Gebrauch der Scala leicht und bequem ist, wenn man aus
der Summe der Radienvectoren und aus der Sehne die Zeit
ermitteln will, in der der Bogen durchlaufen wird, Wenn
man aber die Aufgabe umkehrt und aus der Summe der Radien-
vectoren und der Zeit die Sehne, oder aus der Sehne und der
Zeit die Summe der Radienvectoren oder, was am h#ufigsten
vorkommt, aus einem der beiden Radien, der Zeit und dem
Halbparameter der Parabel den anderen Radius und die Sehne
ermitteln will, so kann diese nur durch Versuche geldst werden.
Damit also der Gebrauch der Scala bei Ermittelung einer
Cometenbahn sich leichter gestalte, ergiebt sich'aus dem
Problem selbst, dass man die Frage umkehren, d. h. die Zeit
aus der Summe der Radienvectoren und der Sehne suchen
misse. Diese muss dann mit der thatsichlich beobachteten
tibereinstimmen.

[56] § 117. Lehrsatz 7. (Fig. 15.) Wenn die Sehne MM’
durch den Bremnpumkt .geht, dann hingt die Zeit, in welcher
der Bogen MAM', den die Sehme spannt, durchloufen wird,
etnxig und allein von der Linge der Sehne ob wnd daher ist
die Lage des Bremnpumktes oder seiner Enifernumg wvon den
Enden der Sehne M und M' gleichgiiltig.

Beweis: In diesem Falle ist n#mlich der Winkel ¢ = 90°
und daher (§ 81)

T=

b
3,,2(a+)

Da aber a + b = MM', so folgt -

T= ._M.M”
3v2

§ 118. Zusatz 1. Lisst man daher den Brennpunkt mit
dem Anfang der Sehne zusammenfallen, so driickt diese Formel
ebenfalls die Zeit des parabolischen Falles des Cometen auf
die Sonne aus (§ 103).

§ 119. Zusatz 2. (Fig. 13.) Hieraus kann nun umge-
kehrt die Formel (§ 83)
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ml = ((F’N+ FM+ NM)i_ (FN + FM — NM\%)

3vV2 2 \ 2 /

bewiesen werden. Bewegt sich nimlich der Comet von M
nach N, so wird die Zeit, welche er braucht, gleich der
Differenz der Zeiten, in welchen er von M und N zum Centrum
[57] der Sonne gelangen wiirde, daher nach § 118 gleich

— 1 (rut —ph).
3V3

Nun ist aber

FM=FM+F2N+MN
FN=FM+F;V—-MN’

also kommt durch Substitution unsere Formel. Hieraus erhellt,
dass dies in der That eine allgemeine Formel ist, weil die
Zeit einzig und allein von der Sehne und der Summe der
Radienvectoren abhingt.
§120. Aufgabe 22. (Fig.6.) 2
Ist alles wie in Lemma12 (§ 38),
30 finde man die Zeit, in welcher
der Bogen NQ oder MQ durch-
laufen wird, falls die Seiten des
Dreiecks NFM gegeben sind.
Losung: Da die Sehne NM
in G halbirt ist und QG der v
Axe AF parallel ist, so halbirt
die Gerade QG das Segment
NMQ und die Gerade G das 4 F I "
Dreieck FNM. Das von Ge- Fig. 6. ’
raden und Curven begrenzte
Flachenstiick NQ G F ist also die Hilfte des Sectors NQ M F.
Ziehen wir daher das Dreieck NQ G ab oder addiren dasselbe,
so wird
Sector NFQ = { NQMF — FQG
» MFQ=}NQMF+ FQG.
[58] Nennen wir daher ¢ und = die Zeiten, so wird (§ 73)
t=4(NQMF — FQQ®): mV2AF
T =4(NQMF+ FQ@|: mV2AF
Ostwald’s Klassiker. 133. b
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oder wenn wir die Zeit, in der der Bogen NQJM durchlaufen
wird, T nennen, so wird:

FQ@
t=4T — ———
i mV2AF
FQG
=474+ — .
=4 +mV2AF

Nun ist aber die Fliche des Dreiecks
AFQG = 4{0QG-GI

und nach der Gleichung der Parabel ist

GI=2V(QF — AF) AF.
Daher

ARG _ havoF—4F
VAF

oder

AFQGQG AF
vap = VaF-ao-Vi-gp

Weil aber QW und QV der Axe AF parallel sind, so wird
nach § 4 und § 38

V%% = sinMNV:%]—?I—
und daher
Vl AF _NV_a—b
T QF  NM  k
Weiter ist
NM? = 16QF.- QG
oder

QG-VQF = } NMV QG
(59] und daher nach § 45:
AFQG _a—b ((a+b+k v (a—l—b—kr‘).
VaF 8 2 ) 2 |
Wird also der Kiirze halber die Summe der Seitena 40 =g
gesetzt, so folgt:
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6V2Zmt = (-‘.’i@)%_ (3;" P oga— (9+ ) _ (y ) )
6V2m1—(‘q+k) (g k) +3“—b (.‘H‘k g—k) )

§ 121. Aufgabe 23. (Fig. 6.) Wenn die Summe der
Radienvectoren NF 4+ MF = a -+ b =g und xugleich die
Zeit T, wn welcher der Bogen NM durchlaufen wird, gegeben
ist, so soll man die Linge der Sehne NM = k ermatteln.

Loésung: Nach der ersten Liosung von Aufgabe 15 (§ 83)
hat man:

3V2mT = (g+ 1V — 1) Vo—Vg — 2.
Daraus folgt:
6V2mT = (29+ Vs —F —k’) Vg—Vg* -
und weiter:
12mr Tt = (bg* — k* 4 4gVg* — ) (9 — Vg* — k’)
oder

2T — ¢ — 39k = — (¢* — k).
[60] Setzt man nun:
g— k=1 und —12m*T 4 49 =h,
so folgt durch Substitution
28 4 390t = h.

Wird diese Gleichung aufgeldst, so erhilt man v und dann £
Wendet man die oben (§ 88) citirte Methode an, so geht diese

Gleichung in die eine oder die andere der folgenden Reihen-
entwickelungen tiber:

3 :
I h* Rt h® 8-10 A*
=g = — . ( +
39 agi T B ¥ BT T By
_ 91113 A 10121416 K )
£68 37" 46810 (39"
oder:

LN
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3 3 5-2 (3g)*
0=l — k=i —8gid -3 (80— G 00r 4575 OF

7-4-1 (3g)° 11.8-5.2.1 (3"
76912 41 +*+g9.12.15.18 4
_ 13:10-7-41.2 (3¢} )

6.9-12.15.18-21 1

Die eine oder die andere dieser Reihen ist immer mehr oder
weniger convergent, aber niemals beide zugleich.

(61] § 122. Zusatz 1. Da
=g —k ud g=a-+0d,
so folgt:
vt = a® 4 b* — k* 4- 24b.
Nun ist durch Trigonometrie *
a® 4 bt — kt = 2abcos2c¢.
Also:
v = 2ab(1 -4 co8 2¢) = 4ab cosc?.
Nach § 48 wird somit
v=3Vabcosc = 2FE.
§ 123. Zusatz 2. Da also
v=2FFK
und _
g=a+b=2Fg (§40),
so wird .
B =g — o = 4(Fg — FE?).
§ 124. Zusatz 3. Ferner wird jetzt:

2FE’46Fg-FE* — 8F¢g* — 18m* T*
oder

2abVabcosc® + 3(a+ b)abeosc® = (a4 b)* — 18m* T*

ganz wie oben (§ 80).

§ 125. Anmerkung. Eine andere Reihe, durch welche
direct & durch die Summe der Seiten a + b = g ausgedriickt
(62] wird, kann man aus jener ableiten, die wir oben gefunden
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ﬁaben (§ 85), wenn man sie entsprechend umkehrt. Es ist
in der That:

AmT=kYV —ﬂ_%_@_%_m? .....
g g
. 4dmT .
Theilt man durch gy und setzt ——V - =z, 80 wird
gvg

N_k___l_(ﬁ)’ L_’E)“ _3_(5)’-_
YT g 24\yg 128(g 1024 \ g

Setzt man nun
k

3=x+ax’+ﬂx‘+yz’+---

80 wird:

1 k : 1 3 5 L Pl 9
gily) =457 F e+ jerw + g2+
+ 4677+ fapt -
+.ii‘a’x9+...

1 (k¢ 1 5 5
(2 = —— s gt ...
128(9) 128 T g Tg®” +
. ~9
BT L
()Y =_Z g g,
1024( ) t02a” T 1022 %% T

143 143,
98308( ) 98308 +-

{88] Also folgt:
A
24
1 1 1 5
p=7gc +128 192 T 128 = 384
1 b5} 3 59
r=go+tyg ‘9+I5_>'8“+1o24 9216
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und daher:
k 1
L - e B ..
g = *Tag”® 384 9216 S
oder nach Substitution des Werthes z = —ﬂ
9Vy
4mT | 8 (mT)® , 40(mT) , 944 (mT)
k= ikl ==
AT g Ty T v
1 1 . . .
Da M= = eaerE (§ 73), so ist die Reihe nur dann

convergent, wenn die Zwischenzeit wenige Tage betrigt.

§ 126. Aufgabe 24. (Fig. 6.) Gegeben ist der Pfeil GQ
und die Zeit, in welcher der Bogen N QM durchlaufen wird; man
soll die Swmme der Radienvectoren NF 4+ MF = g finden.

Loésung: Da nach § 79

T "
3V
[64] und

b
Vabcosc = FE = Fg — 2QG = _;

5 (a + b~ Vabeose) Va+b— 2Vabeose

8o wird:
T= 3;_ Gla+b —2QG6G)ViQG

N

und daher
mV2T

vea

a+b=g= +404G.

§127. Aufgabe 25.
(Fig. 5.) Gegeben st der
Halbparameter und die
Ordinate NK; man soll
die seit dem Perthel-
durchgang verflossene Zeit
bestimmen, d. h. die Zeit,
in der der Bogen AN
durchlaufen wird.

T Losung: Sei 24F
= s der Halbparameter

——\%
\

5
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und die Ordinate NK =y, dann wird die Fliche des
Sectors AFN
y' +3s%y
12s
Nennt man also die Zeit 7', so wird (§ 73)
4 y*+3s'y
T= "= Y.
mVs 12ms?
§ 128. Zusatz 1. Hieraus folgt:
¥+ 3sty = 12msT.
Diese Gleichung kann, wenn der Kiirze halber

A=

121;23"} T=gq
[88) gesetzt wird, in folgende Reihe entwickelt werden:
1 q 1¢ 3¢ 3 8 q

Y=g e Tme T TaE;
3-11-10 ¢° 3-14-13-12q_“
2.3.39 g 2.3.4.3" %

§ 129. Zusatz 2. Aechnlich wird nach der Cardamischen
Formel :

3 3
% =Vem T4 V36m T + s 4 VeémT— V36m* T 458,
s
§ 130. Zusatz 3. Da AK: a NF=-y—2+—s— ist
) : 2s’ 2s ' 2

so wird, wenn die Ordinate y gegeben ist, auch leicht die
Abscisse AK gefunden und damit der Radiusvector oder die
heliocentrische Distanz #'.V und hieraus dann weiter der Winkel
NFH, da
sin NFH = KN:FN.

§ 131. Aufgabe 26. (Fig. 1.) Gegeben ist die Perihel-
distanx AF uwnd der Radivsvector FN;, man soll die seit dem
Periheldurchgang verflossene Zeit findcen.

Losung: Da allgemein (§ 79)

T= n§ (@4 b~ Vabeose) Va4 b — 2Vab cose,

3V
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[68] so wird in unserem Falle:
a=FN, b=AF, Vab=FS, c¢= AFS

und .
Vabecosc = AF,
also:
7= %5 (FN+ 24AF)YFN — AF.
[
S
T A r K B
Fig. 1.

§ 132. Zusatz 1. Hiernach wird also wiederum:
18m*T* — FN® 4 3FN*. AF — A AF*
oder FN34-3AF-FN*=18m*T®* 4 4 AF3.
§ 133. Zusatz 2. Da nach der Natur der Parabel
FN=AF+ AK
so folgt durch Substitution:

T—=_"_(AK+ 34AF)VAK
3V2

und daher:
AK®* 4+ 6AK* - AF4+9AK - AF®* = 18m*®*T*.
§ 134. Aufgabe 27. (Fig. 1.) Gegeben ist die Perihel-

distanx AF wnd der Winkel NFA; man soll die Perihelxzeit
finden.

(67] Losung: Wird AF = f, Winkel AFS =SFN =c¢
genannt, so wird (§ 2)

AS = ftange = § NK = 1y;.
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also:

» =2 1ang"
oder, wenn der Halbparameter < ist
u == tang o

Nun ist aber § 127
= 3s%;
T=——"

12 i s*

also folgt durch Substitution:

N
T —

12m

1ang~* = 3tang-~ .

§ 135. Zusatz. Hieraus folgt nach der < “i-isuischen
Formel:

— 3 ——— o —e om e ma—
t.l.ngc-Vs=V6m T4V 36nitTi <4 b 60 T—) 36 A T 4= <5

§ 136. Aufgabe 28.
(Fig. 12.) Man gcbe dic-
senige Periheldistan:  oder
denjenigen  Hallparam«icr
an, bei welchem decr Comet
am lingsten tnnerhall der
Bahn eines gegebenen Pla-
neten verweilt.

Losung: 8ei F das
Centrum der Sonme, {1/
die Bahn des Cometen. .{ 1 F
dessen Perihel, 3/ P die Bahn Fig. 12.
des Planeten, so wird die
[88] Zeit, innerhalb welcher der Bogen M .{ durchlaufen wird,
die halbe Aufenthaltsdauer innerhalb der Bahn M I’ darstellen.
Es wird also sein '§ 132.

18m*T? = FM3 4 SFM?- AF — 4 _{}3.
Durch Differenziren erhilt man:

0=36mTdT = 3FIdAF 4 12.1Fd.IF.

Es muss also sein
4AF = FM* oder ') R
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Es muss also der Halbparameter der Parabel gleich sein der
heliocentrischen Distanx des Planeten, damit der Aufenthalt des
Cometen innerhalb der Planetenbahn ein Maximwm werde.

§ 137. Aufgabe 29. (Fig. 12.) Man soll die Zeit des
lingsten Aufenthaltes eines in einer Parabel sich bewegenden
Cometen inmerhalb einer gegebenen Planetenbahn berechnen.

be 18m?*T* = FM® 4 3FM® . AF — 4 AF?
und fir die Maximaldamer
{FM = AF
- ist, so folgt durch Substitution:
18m'T* = FM*(1 + § — }) = 2FM?®

und daher 3
T=4inFM*.
Dies ist die grosste halbe Dauer und daher die ganze:
$nFMY,

§ 138. Zusatz. Da die Zeit des kiirzesten Aufenthaltes
nach § 103, 105 ist:
1£]

'3

[69] so erhellt, dass die Mazimaldauer zur Minimaldauer sich
“wie V2 xu 1 verhdlt.

§ 139. Anmerkung 1. Wenn wir fir die Distanz FM
die mittleren Entfernungen der Planeten nehmen, so wird die
Maximalzeit, die ein in einer Parabel sich bewegender Comet
sich innerhalb der Planetenbahnen aufhalten kann, gefunden zu

Fir T) 2282.66 Tage
q 919.28 »
» ¢ 14580 »
» &5 7150 »
» Q 47.66 »
» 8  18.67 »

§ 140. Anmerkung 2. Die Maximal- und Minimaldauer
des Aufenthaltes kann mit der Umlaufszeit der Planeten auf
folgende Weise verglichen werden. Die Umlaufszeit ist (§ 75)

nFM?E,
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Z part,
m
. V2 s
die kiirzeste Dauer — FM?,
3m
die lingste Dauer 3FM g,

Die Umlaufszeit eines Planeten verhilt sich also zur kiirzesten

Avufenthaltsdauer eines Cometen wie 37z zu ¥2 (rund wie 20
zu 3) und zur lingsten wie 37 zu 2 (rund wie 33 zu 7).

[70] Dritter Theil.

Die scheinbare Cometenbewegung,
Verschiedene Methoden, eine parabolische Cometenbahn
aus den Beobachtungen zu bestimmen.

§ 141. Definition 3. Unter den Elementen einer Cometen-
bahn wversteht man die Stiicke, durch welche sich die Bahn eines
Cometen von allen anderen unterscheidet.

§ 142. Anmerkung 1. In zwei Punkten stimmen alle
Bahnen iiberein, nimlich dass sie Kegelschnitte sind und dass
ihr Brennpunkt mit dem Mittelpunkte der Sonne zusammen-
fallt. Dagegen giebt es sechs Stiicke, durch welche sich die
Bahnen von einander unterscheiden, niimlich:

1) Die Distanz der Periheles von der Somne.

2) Das Verhiltniss dieser Distanz zum Halbparameter, oder
was auf dasselbe hinauskommt, die Umlaufszeit, wenn dle Bahn
elliptisch oder kreisformig ist.

[71] 38) Die Zeit, zu der der Comet im Perihel oder in
einem bestimmteu Punkte seiner Bahn sich befindet.

4) Die Neigung der Bahn gegen die Ebene der Ekliptik.

5) Die Lage der Knotenlinie oder die heliocentrische Linge
des aufsteigenden Knotens.

6) Die Entfernung der Axe der Bahn von der Knotenlinie
oder die heliocentrische Linge des Periheles.

Durch die beiden ersten Sticke wird die Art des Kegel-
schnittes und seine Grisse bestimmt, durch das dritte die
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Epoche und durch die drei letzten die Lage der Bahn zur
Ekliptik. Sind diese Stiicke gegeben, so kann jeder Comet
von allen anderen unterschieden werden.

§ 143. Anmerkung 2. Um diese sechs Stiicke zu be-
stimmen, braucht man drei Beobachtungen oder drei geocen-
trische Oerter, nimlich drei L#ngen und drei Breitem, ge-
messen von der Erde aus. Es steht aber fest, dass der Theil
der Bahn, welchen der Comet durchliuft, wihrend er den
Erdbewohnern sichtbar ist, sehr klein ist. Daraus folgt, dass
das zweite Element, die Umlaufszeit, aus drei nahe benach-
barten Beobachtungen kaum bestimmt werden kann. Wenn
aber ein schon friher beobachteter Comet wiederkehrt, so wird
hierdurch die Umlaufszeit bekannt und damit ist dann auch
die grosse Axe der Ellipse genau definirt (§ 72).

§ 144. Anmerkung 3. Ferner hat man durch Beobach-
tungen constatirt, dass die Bahnen der Cometen, wenn sie
tberhaupt elliptisch sind, sehr langgestreckt sind, so dass
jener sehr kleine Theil, welchen sie wihrend ihrer Sichtbar-
[72] keitsdauer durchlaufen, ohne nennenswerthen Fehler als
Theil einer parabolischen Bahn angesehen werden kann. Da
némlich die Umlaufszeit meistens mehrere Jahrhunderte betriigt,
so muss das Aphelium ungeheuer weit von der Sonne entfernt
sein. Dagegen befinden sich die Perihele derjenigen Cometen,
welche uns sichtbar werden, fast immer innerhalb der Erdbahn,
sind also der Sonne sehr nahe. Daraus folgt, dass das Ver-
hiltniss zwischen der Periheldistanz und dem Halbparameter
gich fast nicht von dem bei der Parabel stattfindenden unter-
scheidet.

§ 145. Lehrsatz 8. (Fig. 15.) Wenn ein in einer Parabel
sich bewegender Comet in beiden Knoten N und N' von der
Erde in E bex. E' beobachtet wird, so ist hierdurch die Lage
wnd Grosse der Knotenlinie, die Periheldistany und die Lage
der Aze gegeben, dagegen bleibt die Neigung der Bahn unbekannt.

Beweis: Wenn niimlich die Punkte der Ekliptik gegeben
sind, in denen der Comet von der Erde aus gesehen dieselbe
schneidet, so ist damit die Lage der Geraden EN und E'N’
bekannt. Da ferner das Zeitintervall gegeben ist, in welchem
der Comet von N nach N’ gelangt, so ist damit die Ent-
fernung der Knotenpunkte oder die Strecke NN’ bekannt; es
ist némlich nach § 117:

NN'?=3V2mT.
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Die Frage kommt also darauf hinaus, dass durch das Centrum
F der Sonne eine Gerade so gelegt werde, dass auf ihr von
den Geraden EN und E'N’, die ihrer Lage nach gegeben
sind, ein Stiick von bekannter Linge abgeschnitten werde. Ist
diese Gerade gefunden, so ist damit die Lage der Axe und
. die Periheldistanz, also die ganze Parabel ermittelt. Da hin-
gegen die beobachteten Punkte N und N’ in der Ebene der
78] Ekliptik liegen, so kann aus ihnen allein die Neigung
nicht abgeleitet werden, die also unbestimmt bleibt.

V.4

Fig. 15.

§ 146. Zusatz. Wenn aber eine dritte Beobachtung dazu-
kommt, so wird hierdurch nicht nur die Neigung bekannt,
sondern man kann auch angeben, welche von den vier Losungen
des Problems der Wirklichkeit entspricht.

§ 147. Anmerkung. Von -diesem Theorem kann man
ausserordentlich selten Gebrauch machen; zumeist nimlich ist
entweder einer der Knoten zu weit von der Erde -entfernt
oder man kann den Cometen wegen zu grosser Nihe an der
Sonne nicht sehen, wihrend er in demselben steht.

- § 148. Lehrsatz 9. Wenn ein Comet von der Erde aus
zwetmal beobachtet wird und man weiss, dass er sich zur Zeit
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der einen Beobachtung tm Perihel seiner parabolischen Bahn
befunden habe, so ist die ganxe Bahn und thre Lage gegeben.

Beweis: Wenn man nimlich die geocentrische Distanz
fir jene Beobachtung, welche zur Zeit des Periheldurchganges
angestellt ist, annimmt, so ist hiermit die heliocentrische Distanz,
d. h. die Periheldistanz, und die Lage der Axe gegeben. Hier-
durch aber ist dann die Bahn und die Winkelentfernung des
Cometen vom Perihel fiir die Zeit der zweiten Beobachtung
oder der Punkt N gegeben. Wenn also die Parabel um die
Axe rotirt, so muss der Punkt IV in diejenige Gerade fallen,
[74] welche vom zweiten Ort der Erde nach dem zweiten
Ort des Cometen gezogen wird und deren Lage bekannt ist.
Tritt dies ein, so ist die angenommene geocentrische Distanz
die richtige; tritt es nicht ein, so muss man so lange eine
andere annehmen, bis sie der Bedingung geniigt. Da dies
nothwendig irgend einmal geschehen muss, so ist folglich das
Problem ein bestimmtes und zwei Beobachtungen geniigen zur
Bestimmung der Cometenbahn, wenn die eine zur Zeit des
Periheldurchganges angestellt ist. '

§ 149. Anmerkung. (Fig. 6.) Dieser Satz kann auf
zwei beliebige Cometenorter N und M ausgedehnt werden,
wenn der eine oder der andere der Winkel RMF oder RN F
gegeben ist, unter welchen die Bahn die Radienvectoren F M
und F'N schneidet.

§ 150. Lehrsatz 10. Wenn auf der scheinbaren Himmels-
kugel durch dem Ort der Sonmme und durch den geocentrischen
Ort des Cometen ein grosster Kreis gexogen wird, so geht dieser
auch durch den Ort der Erde und durch den heliocentrischen
Ort des Cometen.

Beweis: Jener grosste Kreis ist nimlich der Schnitt der
Himmelssphiire mit einer Ebene, welche durch das Centrum
der Sonne, der Erde und des Cometen geht. Daher liegen
die Geraden, welche jene Centra verbinden, in dieser Ebene,
und schneiden bis zur scheinbaren Sphiire verlingert auf dieser
die heliocentrischen QOerter der Erde und des Cometen und
die geocentrischen QOerter der Sonne und des Cometen aus,
wie unser Satz behauptet.

[75] § 151. Zusatz. Da der Comet sich in einer Ebene
bewegt, die durch das Centrum der Sonne geht, so liegen aus
demselben Grunde die einzelnen heliocentrischen Oerter des
Cometen in einem grossten Kreise der Sphire.
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§ 152. Anmerkung. (Fig. 7.) Dieser Satz kann von
Nutzen sein, wenn man eine brauchbare Formel findet, welche
das Verhiltniss zwischen den Winkeln .NVFQ, QFM und den
Zeiten, die zum Durchlaufen der Bogen N Q und Q A gebraucht
werden, ausdriickt. Diese Winkel sind nimlich Bogen des
Kreises, auf welchen die heliocentrischen Oerter des Cometen
liegen, und werden von den Kreisen, die durch die Oerter
der Sonne und die geocentrischen QOerter des Cometen gelegt
werden, ausgeschnitten.

§ 153. Aufgabe 30. (Fig. 8.) Gegeben sind vier Be-
obachtungen eines Cometen, die in kurien Zeitintervallen awf-
einander folgen; man soll Lage und Grisse der Bahn durch
successive Anndlerung finden, wenn diese als parabolisch voraus-
gesetxt wird.

Losung: Weil wegen der kleinen Zwischenzeit der Bogen,
welchen der Comet von der ersten bis zur vierten Beobachtung
durchliuft, als eine Gerade betrachtet werden kann, die mit
gleichmissiger Geschwindigkeit durchlaufen wird, so kann man
die vier beobachteten
Qerter, projicirt auf
die Ekliptik, durch
die vier Punkte II, I,
K, L darstellen. Sind
weiter EII, EI, AK
und AL die Geraden,
die von dem Oertern
der Erde nach den
Qertern des Cometen
gezogen werden, so
sind diese durch die
geocentrischen Liin-
gen des Cometen ihrer
Lage nach gegeben.
Nun erinnern wir uns Fig. 8.

76] an Lemma 18

E§ 51), wonach eine Gerade HL so gezogen werden kann, dass
sie von den ihrer Lage nach gegebenen Geraden EJI, FI, AK
und AL so geschnitten wird, dass die drei Theile LK, K/,
IH proportional den Zwischenzeiten werden. Ist die (ierade
construirt, so behalten wir nur die beiden dussersten Punkte /7
und L bei, errichten in ihnen Senkrechte und erhalten auf
diesen mit Hiilfe der geocentrischen Breiten zwei Punkte der
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Cometenbahn, die nicht viel von den wirklichen abweichen.
Nach Lemma 8 (§ 26) ist dadurch die ganze Bahn gegeben. Da
aber nach Aufgabe 15 (§ 83) damit gleichzeitiz die Zwischen-
zeit’ gefunden werden kann, so kann man priifen, ob sie mit
der beobachteten iibereinstimmt oder mehr oder weniger ab-
_weicht. Tritt letzteres ein, was sogar die Regel sein muss,
80 suche man mit Htilfe der ermittelten Bahn jene Oerter des
Cometen, in welchen er zu denm
Zeiten der zwischenliegenden Be-
obaehtungen hiitte sein miissen,
wenn die beobachteten Zeiten mit
den berechneten vertauscht wer-
den. (Fig. 9.) Hierdurch wird
ein Viereck E'F' G H bekaunt, wel-
ches von dem, das die wahren
Cometenérter bilden, viel weniger
abweichen wird, wie die zuerst
angenommene Gerade. Dieses
Viereck muss man auf die Ekliptik
. projiciren; dann hat man, indem
@ man die Winkel und das Ver-
Fig. 9. hiltniss der Seiten festhilt, ein
ghnliches Viereck den vier ihrer
Lage nach gegebenen Geraden AFE, AG, BF, BH einzu-
schreiben, was mit Hiilfe von Lemma 19 (§ 54) gelingt. Behilt
man dann wiederum nur die beiden #Hussersten Punkte FE
und H bei, so kann aus ihnen wie oben die Bahn ermittelt
werden, die nun von der wahren gewiss weniger abweichem
wird. Da man in dieser Weise beliebig lange fortfahren kann,
so wird schliesslich die Bahn gefunden, welche der Wahrheit
entspricht.

[77] § 154. Anmerkung. (Fig. 7.) Von der Hypothese,
die wir eben benutzt haben, niimlich, dass der Comet sich auf
gerader Linie mit gleichmissiger Geschwindigkeit bewege, kann
auch noch auf andere Weise Gebrauch gemacht werden. Sind
N und M die beiden Husseren Cometendrter und NM die
Sehne zwischen beiden, so wird vorausgesetat, dass die Sehne
vom Cometen durchlaufen werde und dass er sich zur Zeit,
einer zwischenliegenden Beobachtung, wo er sich thatsichlich
in dem Punkte () der Bahn befunden hat, in dem Punkte E
(Schnitt von FQ mit NM) befinde. Hieraus entspringen zwei
Uebelstinde. Zuerst ni#mlich hat der Punkt E eine andere
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geocentrische Linge und Breite, wie der thatsichlich beobachtete
Ort Q des Cometen und dann sind die Zeiten, in welchen die
Bogen MQ und QN durchlaufen werden, den Abschnitten der
Sehne ME und EN nicht vollstindig proportional. Es erhellt
jedoch aus Lemma 17 (§ 49, 50), dass die Verhiltnisse zwischen
den Flichen der Sectoren NF() und (QFM und dem Ab-
schnitten IVE und E M sich sehr wenig voneinander unter-
scheiden, wenn der Winkel NF.JI 20° bis 30 nicht iber-
schreitet. Dem zweiten Uebelstand begegnet man also dadurch,
dass man zuerst die Abschnitte VE und E M als proportional
den Zeiten annimmt. Hierdurch wird die Bahn sehr nahe
bestimmt und man kann dann das Verhiltniss zwischen den
Abschritten NE und EM genauer angeben, so dass nun die
eigentliche Rechnung beginnen kann. Dem ersten Uebelstand
kann man auf verschiedene Weise abhelfen. Man bestimmt
ndmlich (wie Euler gethan hat) aus dem Mittel zwischen den
beiden #usseren Distanzen NF und MF, das durch Versuch
zu ermitteln ist, und aus den Zeiten, in denen, die Bogen M)
und QN durchlaufen werden, sehr nahe den Pfeil QFE aus
dem Fall der Korper gegen die Sonne. Wenn jenme Zeiten
nahe gleich sind, so wird der grosste Pfeil ) G = QF durch
[78] die Formel § 92 gefunden, die als sehr nahe zutreffend
angewendet werden kann. Da man nun mit dem Punkte F
insofern viele Mithe hat, als die von ihm nach dem Centrum
der Erde gezogene Gerade auf dic EKliptik projicirt werden
muss, 8o wird es dem Vorhaben firderlicher sein, wenn man
an Stelle der Ekliptik eine andere Ebene einfiihrt, die der
Aufgabe anzupassen ist. Es ist leicht einzusehen, dass zu
dem Ende die Projcctionen der vom Centrum der Erde nach
den Punkten Q und E gezogenen Geraden auf jeme Ebenc
zusammenfallen miissen. Dieser Bedingung geniigt aber jede
Ebene, welche senkrecht zu der Ebene angenommen wird, die
durch die zur selben Zeit gehorigen Oerter von Sonne, Erde
und Comet gelegt wird. Um dies noch einlenchtender zu
machen und zugleich eine Methode der Cometenbahnbestimmung
auseinanderzusetzen, behandeln wir die folgende

§ 155. Aufgabe 31. (Fig. 16.) Gegeben sind drei geo-
centrische Oerter cines in ciner Parabel sich bewegenden Cometen;
man soll Lage und Grisse der Baln crmaitteln.

Ldsung: Es seien D, C, F die senkrechten Projectionen der
drei Cometendrter auf die Ehene der Ekliptik. Die Erde befinde
sich zu .denselben Zeiten in A, T, B. Nach dem mittleren Ort

Ostwald's Klassiker. 133. 5
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T der Erde ziehen wir von der Sonne S die Gerade ST und
errichten hierauf die Normale TR. Auf diese fillen wir von
den beiden Xusseren Oertern der Erde 4 und B die Normalen
Aca und Bp und ebenso von den Projectionen der Cometen-
orter D, C, E die Normalen DRH, OQK, EPG. Es seien
ferner RH, QK, PG gleich den senkrechten Abstinden der
Cometendrter von der Ekliptik. Endlich ziehen wir die Geraden
aH, TK und 8 @G.

)

S A

Fig. 16.

[79] Nach dieser Construction kann die Ebene a RHG als
senkrecht zur Ebene der Ekliptik ¢ RDS und besonders zur
Geraden 7'S angesehen werden, und sie enthdlt die ortho-
graphische Projection der Oerter der Erde «, 7, $, und des
Cometen H, K, G. Es ist nun klar, dass die Gerade 7K nicht
nur die Projection der Geraden ist, welche vom mittleren Ort
der Erde nach dem Ort des Cometen gezogen wird, der senk-
recht tlber C steht, sondern auch jener Geraden, die aus dem
Centrum der Sonne nach demselben Cometenort gezogen wird
und damit der ganzen Ebene, in welcher sich zu derselben
Zeit SBonne, Comet und Erde befinden.

Da nun die Geraden AD, TC, BE durch die geocentrischen
Lingen des Cometen ihrer Lage nach bekannt sind, ebenso
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TS durch die L#nge der Sonne oder der Erde zur Zeit der
mittleren Beobachtung, und A4S und BS durch die L#ngen
der Bonne zu den Zeiten der idusseren Beobachtungen, so sind
damit erstens gegeben die Btrecken

aT = A8sinTS4
BT = BSsinTSB,;

_ zweitens sind die Winkel ADR, TC(Q und B EP die Differenzen
zwischen den Lingen des Cometen und der Linge der Sonne
gur Zeit der mittleren Beobachtung, also ebenfalls bekannt
und es wird sein

«R = AD sinADR

TQ = TC sinTCQ

pP = BE sinBEDP.

Seien ferner 4, i’, A" die geocentrischen Breiten des Cometen
in 4, T, B, so wird

RII = AD tang 4

QK = TC tang A’

PG = BE tang 2".
Daraus folgt:

tang 4
tang Holt = o1k
__ tang A
tang KTO = 0700
tang A"
tang GIP = S P

{80] Es sind also in der angenommenen Normalebene jetat
bekannt

die Strecken «T, T3, af
und die Winkel IIa R, KTQ, GBP,
die wir wie folgt bezeichnen wollen:
alT=yg, pT=h",
g HeR=ca, JKTQ=1, JGEP=}.

Verbindet man die Punkte G und I, so ist die Gerade GII
die Projection der Sehne, deren Bogen vom Cometen in dem

b*



68 N J. H. Lamhert.

Intervall der Zeit zwischen den-#dusseren Beobachtungen durch-
laufen wird. Da TK die Projection des mittleren Radius-
vectors ist, so ist L K die Projection des Pfeiles und die
Zwischenzeiten stehen sehr nahe im Verhiltniss:
GL:LH=PO:0R=p:q.

Wenn es sich nach vollendeter Rechnung lohnt, dieselbe noch-
mals zu wiederholen, so kann dieses Verhiltniss leicht genauer
angenommen werden. Macht man nun

- TO=wx, PO=y
so wird _
q

OR = y—

JP

und ferner:

OL = x tangv

aR=y+w+y%

BP=x—h—y
HR=(g+a;+y;q)—) tang o

PG = (x — h — y) tang .
Nun ist aber '
(OL — GP):(RH— OL)=p:q,
[81] also
qxtangr—q(x—h—y)tangﬂ=p(g+w+%y) tga —pwtangz
oder nach gehoriger Reduction: '

(g-+p)tangz —qtangf—ptange  ghtangf —pytanga

= q(tang o — tang ) q(tang a — tang ff)
Da diese Formel numerisch zu berechnen ist, setzen wir kurz
'y =yz+d. '

Es ist also y = PO durch ¢ = TO gegeben. — Daraus folgt
weiter :
. pP=xz—yx—0—h

q q
cR=uz4 = =90
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und daher
PE=TW=(x —yx — J — h)cotg BEP 4 8B

RD = TX=(w+%7_m+%6+g)cotgADR+Aa.

Da aber auch diese Formeln numerisch berechnet werden
miissen, so machen wir

ZEV—_;—E= THF = xx 4+ n

TX — TW=WX=vwz+¢=EV
FS=TS—TF=¢z+4 w.
(82] Ferner ist .
WE=TP=2x—yx—0

q q
XD=TR=xz+4 = =9
Tty

und hieraus:
VD = q+p(7x+6)—sa:+:7

Da aber
VE = ve -0,
so folgt .
D? = (& 4 v*)a® + (26 + 2v0)2z + 1* + 0.
Ferner ist:
GP = (x — yx — 0 — h)tang B

RH=(_1 L ')tan
% p7w+p +g)tanga

und daraus kann die Differenz der senkrechten Abstinde des
Cometen tiber der Ekliptik zur Zeit der susseren Beobachtungen,
niimlich RH — GP dargestellt werden durch

re 4 s.

Damit ist nun das Quadrat der Lange der Sehne zu ermltteln,
welche der. Comet tberspannt: :

ED* + (RH — GP) = Aa* + Bz + C.
Da - :
WE = m—yz— 0

XD.—a:+ v+ qd
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80 wird:
w — FZ = Dz + E.
Hierzu
FS=q¢gz+ o

(83] giebt die Hilfte der Summe der iusseren heliocentrischen
Distanzen des Cometen zu:

Vipz + 0} + (Dz + E) + LO.

Aus dieser Grosse, aus der Linge der Sehne und aus der Zeit,
die zwischen den #usseren Beobachtungen liegt, kann = durch
die Aufgabe 15 (§ 83) ermittelt werden. Wenn die Sehne
klein ist, wird sehr nahe:

Ax*+ Bx 4+ C =

8mt T?
V(pz + w) + (Dz+ B + LO*’
welches eine Gleichung 6. Grades in z ist.
Ist # = TO gefunden, so folgt leicht ¥y = PO und dann
OR und alle Gréssen, welche zur Bestimmung der Lage der
auf die Ekliptik projicirten Sehne ED und der Lage der

Sehne selbst nothwendig sind. Da die #usseren Radien-
vectoren

b=VSW:+WE'+ TG?
a = VSX* + XD*+ RH?

sind, so kann die ganze Bahn durch Lemma 8, 10, 11 und 11,
Zusatz 1 bestimmt werden.

Loésung durch Construction: Da nun auch durch diese
recht weitliufige Rechnung die Bahn des Cometen nur ge-
nithert bestimmt wird, so kann man, wenn man diese nicht
durchfithren will, die ganze Sache auch ktirzer und bequemer
durch Construction erledigen.

Sei S der Mittelpunkt der Sonne, T der Ort der Erde zur
Zeit der mittleren Beobachtung, B und 4 die Qerter derselben
zur Zeit der ersten und dritten Beobachtung. Mit Hillfe der
bekannten geocentrischen Lingen des Cometen ziehe man die
[84] Geraden TC, BE, AD. Nachdem man dann TR senk-
recht zu T'S gezogen hat, fille man Ao und BJ wie in der
vorigen Losung und #hnlich werden entweder durch Rechnung
oder durch Construction die Winkel GP, KTQ und HaR
gefunden; endlich wird wie zuvor TK die Projection der vom
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Centrum der Sonne und der Erde nach dem mittleren Cometenort
gezogenen Geraden sein.

Nun nehme man auf der Geraden TK einen beliebigen
Punkt L an, welcher dem Schnittpunkte der Sehne mit dem
mittleren Radiusvector entsprechen soll. Wenn dieser Punkt
zufillig richtiz angenommen worden ist, so wird die wahre
Cometenbahn bestimmt sein; im anderen Falle wird die Ab-
weichung bekannt und es wird ein anderer Punkt durch Versuch
ansguwhhlen sein. Die Construction ist fiir alle Fille dieselbe;
damit also die Figur nicht zu sehr mit Geraden belastet
werde, haben wir die wahre Lage des Punktes L angenommen,
ihn aber somst als moch ungewissen behandelt.

Durch L werde die Gerade GLH so gefuhrt, dass die
Theile GL und LH sich wie die Zwischenzeiten verhalten;
sodann werden von G' und H die Lothe GPE und HRD auf
die Linie ¢ R gefillt und bis zum Schnitt mit den frither ge-
zogenen Geraden BE und AD verlingert. Damit erhdlt man
ED, die Projection der Sehne auf die Ekliptik.

Aus dem angenommenen Punkte L. werde ebenfalls das
Loth auf aR gefillt; nennt man Z den Schnittpunkt mit ED,
80 wird sein

GL:LH=EZ:ZD.

Ist nun der Punkt L richtig angenommen worden, so miissen
die drei Punkte S, Z, C in einer und derselben Geraden
liegen, welche die Projection des mittleren Radiusvectors auf
[85] die Ekliptik ist. Da dies aber noch nicht sicher ist, so
verbinde man die Qerter 4, B der Erde und ziehe aus dem
Schnittpunkte ¢ mit dem mittleren Radiusvector der Erde die
Gerade ¢Z nach dem Punkte Z. Diese Gerade ist von der
Beschaffenheit, dass sie fiir jede beliebige Lage der auf die
Ekliptik projicirten Sehne dieselbe in demselben Verh#ltnisse
schneidet, in welchem die Gerade E ZD geschnitten wird, d. h.
sehr nahe im Verhiltniss der Zwischenzeiten.

Nimmt man daher auf der Geraden ¢ 7 beliebige Punkte Z
an, so kinnen leicht ebensoviele Gerade EZ D gezogen werden,
die von den Geraden AD, BE, tZ in dem gegebenen Ver-
haltnisse der Zwischenzeiten geschnitten werden.

Hat man ED, so werden mit Heranziehung der geocen-
trischen Breiten in den Punkten ' und D Normale errichtet,
deren Liingen gleich G P und HK sind. Die Endpunkte der-
selben milssen um die Linge der Sehne von einander abstehen
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und ihre Verbindungslinien mit der Sonne stellen die #usseren
Radienvectoren dar. Mit diesen Distanzen bestimme man nun
untér Anwendung der Formeln der Aufgabe 15 (§ 83) oder
der Scala der parabolischen Geschwindigkeiten (§ 112 ff.) die
Zeit, in welcher der Comet-die mit Hiilfe des angenommenen
Punktes Z bestimmte. Sehne hiitte durchlaufen miissen. Wenn
diese Zeit mit der zwischen der ersten und dritten Beobach-
tung liegenden Zeit tibereinstimmt, dann war der Punkt Z
richtig angenommen, wenn nicht, so merke man die Differenz
und nehme in der Geraden ¢Z nacheinander andere Punkte Z
an. Daraus erhilt man ebensoviele Differenzen der beobachteten
und der durch Construction gefundenen Zeit. Trigt man die
Distanzen ¢Z als Abscissen und die Differenzen der Zeiten als
Ordinaten auf, so kann eine Curve gezogen werden, welche die
[86] Gerade ¢Z an der Stelle schneiden wird, die dem wahren
Punkte Z entspricht. Selbstverstindlich sind die Punkte Z so
anzunehmen, dass die genannten Differenzen sowohl positiv als
negativ werden.

Ist nun der richtige Punkt Z gefunden, so wird die Con-
struction der wahren Projection ED der Sehne gemacht und
damit die Construction der ganzen Bahn sehr leicht zum Ab-
schluss gebracht.

Durch diese Construction kann man aber auch sehr leicht
einer Priiffung unterwerfen, ob das Verhiltniss zwischen den
Theilen GL und L H den Zwischenzeiten proportional ist oder
merklich davon abweicht. Ist letzteres der Fall, so kann man
das Verhiltniss genauer bestimmen -und dann entweder die
Construction oder die Rechnung einschlagen, um Grosse und
Lage der Bahn genan zu ermitteln.

§ 156. Anmerkung 1. Diese Construction der Bahn wird
weitlidufig in Folge der Neigung der Bahn gegen die Ekliptik.
In Folge dieser nimlich muss man die Abstinde des Cometen
von den Punkten £ und D auf doppelte Weise auf die Ebene
der Ekliptik iibertragen, damit man. die Linge der Sehne und
der #usseren Radienvectoren bestimmen konne. Uebrigens wird
diese Weitliufigkeit, durch die Ersparniss an Arbeit, welche
man bei der Berechnung der Zwischenzeit aus der Benutzung
der Scala der parabolischen Geschwindigkeiten ziehen kann,
zum grossen Theil compensirt.

§ 157. Anmerkung 2. Da bei der zweiten Liosung der
Punkt Z durch Versuche zu ermitteln ist, so werden einige
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[87]) Anhaltspunkte hierfir nicht fir unniitz erachtet werden.
Zu diesem Behufe dient der Lehrsatz 3 (§ 76 ff.), mittelst dessen
aus der heliocentrischen Distanz' des Cometen seine Geschwin-
digkeit bestimmt werden kann und durch den diese Geschwin-
keit mit der eines in gleicher Entfernung befindlichen, auf
einer Kreisbahn sich bewegenden Planeten verglichen wird.
Da der Bogen oder die Sehne zwischen der ersten und dritten
Beobachtung meistens- klein ist, so wird die vom Cometen
durchmessene Sehne mit jener, welche in derselben Zeit die
Erde durchliuft, also mit 4B in irgend einer Weise verglichen
werden konnen. Nehmen wir an, der Comet sei in 7', so ist

klar, dass die von ihm durchlaufene Sehne sehr nahe V24 B
(§ 76) sein miisste, was aber nicht sein kann, da sie zwischen
den Geraden 4D und BE liegen muss. Wenn nun der Punkt Z
auf der Geraden {Z so angenommen wird, dass seine Distanz
von der Sonne kleiner wird, als ebenm, so wird die Linge der
Sehne vergrossert, welche er durchlaufen miisste. Man wird
also Z erst dort annehmen diirfen, wo die Distanz von der
Sonne anfingt grosser zu werden. Ist Z angenommen, 8o
wird die Lage der projicirten Sehne meist schon nach dem
Augenmaass allein nahe richtig gewihlt und ihre Linge mit
AB und der Entfernung von der Sonne verglichen.

§ 158. Aufgabe 32. (Fig. 17.) Man soll eine schon nahe
bekannte parabolische Bahn eines Cometon verbessern.

(88] Losung: Da die curtirten geocentrischen Distanzen
AD, TC, BE in nahe richtigen Zahlen vorliegen, so wollen
wir annehmen, sie seien zu klein, und die Differenzen, welche
addirt werden miissen, damit sie in die wahren Werthe iiber-
gehen, seien so' klein, dass ausser der erstem alle hoheren
Potenzen vernachlissigt werden koénnen. Dann ist es erlaubt
sie wie Differenziale zu behandeln, die bei der in Zahlen aus-
zufiihrenden Rechnung hinzuzufiigen sind. Die Rechnung selbst
aber wird damit zu beginnen haben, dass aus den angenommenen
Distanzen die Zeiten zwischen der ersten und zweiten, der
zweiten und dritten, der dritten und ersten Beobachtung er-
mittelt werden. Dann werden die berechneten Zeiten mit den
beobachteten verglichen, wodurch man zu drei Gleichungen
kommt, aus welchen die Differenzen zwischen den angenommenen
und den wahren Distanzen 4D, TC, BE ermittelt werden
konnen, die nun addirt oder subtrahirt werden miissen, je
nachdem sie positiv oder negativ sind.
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Die Herstellung jener Gleichungen aber wollen wir durch
folgendes Beispiel zeigen.

8ei S die Sonne, T und ¢ QOerter der Erde, X und % Pro-
jectionen der beiden Cometentrter C und ¢ auf die Ekliptik,
dann werden TK und ¢k durch die geocentrischen Léngen

Fig. 17.

gegeben sein und die Winkel CTK und ctk sind die geo-
centrischen Breiten. Nun verlingert man 7K und ¢k bis yu
ihrem Schnittpunkt in A4, verbindet A mit S und zieht CP
parallel zu Kk. S8etzt man dann
AT=a AK=K OCOTK=C 7T8=T
At= 2§ Ak =Fk ctk=¢ tS==+
TAt=w TK=K CTS=c¢
th =1k ctS=f
[89] so wird:
Cc' = K* + k* — 2Kk cosw + K'*tang C* + k' tangc?
— 2K'K tang C tange.
Weiter ist:
CS* = T* 4 K™ secC* — 2 TK secC cose
¢S' = 1% + k' secc® — 27k’ secc cosf.
Diese Ausdrticke sind in Zahlen zu berechnen. Da ihnen aber
Differenziale hinzuzufiigen sind, so bemerken wir, dass die

Grossen K, K’, k, k' als variabel betrachtet werden miissen,

und zwar sind, da
K=K+«
Ek=F +p



Abhandlungen zur Bahnbestimmung der Cometen. I,3. 7H

die Differenziale d KX, d K’ und ebenso dk, d%' nicht etwa gleich,
sondern man wird darch Differenziation haben:

- 1
dCc= o (K + K tang C* — k coscw — k' tange tang C) dK
c

+ 01: (k — K cosw -+ k' tange® — K’ tangc tang C) dk
¢

dC8S = E.l_g(K' secC® — TsecCcosc) dK

deS = % (¥ secc® — 7 secc cosf) dk.
c

Da diese Ausdriicke wieder in Zahlen berechnet werden miissen,
schreiben wir kurz

dCc = mdK + ndk
dCS = pdK
deS = qdk.

Durch (ﬁ, CS, ¢8 ist aber die Zwischenzeit gegeben nach der
Formel (§ 83):

AR L S L0 108178 7l
3) ImT — (CS+cS+ Cc) _ (CS+cS— Gc).
2 2

Da nun die angenommenen curtirten geocentrischen Distanzen
TK und ¢tk von den wahren verschieden sind, so wird auch die
Zwischenzeit T, welche diese Formel giebt, von der beobachteten
[90] verschieden sein. Damit also T zur beobachteten Zwischen-
zeit werde, muss man der Formel ihr Differenzial hinzuftigen,
womit sie wird

Ao St oS Tl
— CS+ ¢S + Ce CS~4 ¢S — Ce¢
3V2ZmT =(_2___-) — (—2_)
+ 3(CS + 68+ Cof? (dCS + deS + deC)
— 3 (C8+¢8 — Co)* (408 + deS — deC).

CS8, ;S‘, ¢C sind in Zahlen gegeben, ebenso auch ihre Differen-
ziale durch dK und dk; man hat also auf diese Weise eine
. Gleichung zwischen 4K und dk erhalten.
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Nimmt man zu den hier benutzten Oertern noch den dritten
hinzu, so erhdlt man auf dieselbe Weise zwei weitere Glei-
chungen zwischen dk und d¥f einerseits und d K und df anderer-
seits und kann also dann die drei Differenzen dK, dk, df
bestimmen. Sollten sie nach vollendeter Rechnung als betricht-
lich sich herausstellen, so wird die Rechnung auf dieselbe Weise
wiederholt, indem man jetzt fiir die in Fig. 16 mit AD, TC, BE
bezeichneten Diztanzen die durch die erste Verbesserung corri-
girten Werthe annimmt.

§ 159. Aufgabe 34.*) (Fig. 17.) Wenn xwei hinlinglich
nahe geocentrische Oerter des Cometen gegeben sind und ausser-
dem die geocentrische Distanz des Cometen fiir eine der beiden
Beobachtungen, so soll man die Lage und Griosse der Bahn
ermitteln.

£ ‘
Fig. 17.

Losung: 8ei S das Centrum der Sonne, T, ¢ Oerter der
Erde, C, ¢ Oerter des Cometen, K, & deren Projectionen auf
die Ekliptik. Dann sind TK und ¢k durch die beobachteten
Lingen gegeben und die Winkel CTK und ctk sind die be-
obachteten Breiten. Es moge nun noch die Distanz 7’C und
damit auch TK = TC cosCTK gegeben sein. Von den
Punkten K und 7T fillen wir auf die Gerade K die Normalen
[81] KQ und TR und ziehen ferner wie bei der vorigen
Aufgabe 48 und CP. Sodann setzen wir:

TK =« CTK= 1
Qk=y cth = A
tR =« TAt = w
AT =1p CTS=h
T'S=r

*) Aufgabe 33 fehlt im Original.
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Da die geocentrischen Breiten A und ./ wenig von .einander

verschieden sind, werde gesetzt:
tang .4 = tang i -+ q;

dann sind y, ¢, ¢, w hinlinglich kleine Grissen, da wir 7, ¢

71

bez. C, ¢ als nahe beisammen liegende Oerter angenommen

haben.
Es wird also sein:
AK=g+p
KQ = (c+p)sinw
KL = y* + (z+ p)* sinw?,
ferner:
AR=pecosw
A4Q = (x4 p)cosw
Ak = (x 4 p) cosw 4y
Rk = Z 4 p)cosw —peosw + y = xcosw -+ ¥y
th = x cosw + y—
und daher '
¢k = (x cosw 4 y — «)(tang A + q)
CK = wx tangh.
Mithin

¢P = x(cosw —1)tang A+ (y — a) tang A 4 zq cosw + (y —

oder

a)g

cP=y(tang -+ g) — e (tang A+ q) — 2(1— cosw)tg Atz geos w.

[92] Fir diese Formel schreiben wir der Kiirze halber
¢P = Ay + Bz — C.
Es ist aber ‘ o
Cc* = P’ + K.
Daher wird
06" = y* + (& + p)* sinw® + A*y* + 24Byx + C*
—24Cy — 2BCx + Bz?
oder B
C=Dy*+Ey+F.
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Weiter wird sein
C8* = r* 4 2% sec A — 27z sech cosh.
Nach der zweiten Losung der Aufgabe 15 (§ 83) ist
kladb4+$Via+ b — &)
Vatb+Vatof -2
oder, da die Sehne % klein und auch sebr nahe ¢ = b ist,

3V2mT =

3Vem T = 3kVa
2
— VBTT
Va
oder

Ves
und daher nach Substitution der Werthe
8mrT?

Dy*+4Ey+ F = y .
y Y Vr® + x?secA* — 2rz secA cosh

Aus dieser Gleichung kann, wenn die Distanz x gegeben ist,
y gefunden werden und damit die Lage der projicirten Sehne
Kk. Ist dies aber erreicht, so kann die ganze Bahn leicht
ermittelt werden. '

[93] § 160. Anmerkung. Da die Gleichung, auf welche
wir schliesslich gekommen sind, quadratisch ist, so ergeben
sich zwei Werthe von y und es muss daher eine dritte Be-
obachtung zugezogen werden, um entscheiden zu koénnen,
welche der Wirklichkeit entspricht. Weiter nahmen wir an,
dass die Distanz x gegeben sei. Wenn sie aber unbestimmt
ist, so kann man nach einander verschiedene Werthe dafiir
einsetzen, bis schliesslich y imaginéir herauskommt. Es werden
hierdurch die Grenzen gegeben, iilber welche die Distanz z
nicht hinausgehen kann und sie werden gefunden, wenn man
in der letzten Gleichung y — O setzt. Die Gleichung geht
dadurch in eine andere tiber, in welcher  in der sechsten
Potenz auftritt.
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§ 161. Aufgabe 35. (Fig. 18.) Gegeben sei dic Lage
einer parabolischen Cometenbahn; man soll die Lage und die
Eigenschafion der auf dic Ekliptik projicirten Bahn ermiticln.

Losung: Sei F das Centrum der Sonne und daher der
Brennpunkt der Bahn, N» die Knotenlinie, NQn die Bahn
selbst, die gegen die Ebene der Ekliptik unter einem belie-
bigen Winkel geneigt ist, .1 sei das Perihel, AFB die Axe.
Wird ein beliebiger Punkt
Q angenommen und QP
senkrecht zu Nn gefillt
und das Verhd#ltniss QP
zu qP gleich dem Ver-
hiltniss von 1 zum Cosinus
der Neigung gemacht, so *
wird der Punkt ¢ in der
projicirten Bahn liegen und
der Punkt () wird senkrecht
dartiber liegen.

[94] Wenn Q der héchste
Punkt der Bahn itber der
Ekliptik ist, dann wird die
Richtung beider Parabeln
in Q und g der Knoten-
linie parallel sein. Halbirt
man Nn in G und zieht
FQ, Fy, GQ, Gg, so
wird GQ der Axe AB und
Gq der Axe der projicirten N
Bahn a B parallel und es Fig. 18.
ist FQ=Q@, Fq=qG,

FP = PQ@. Weiter verhilt sich FQ zu Fq wie 1 zum
Cosinus der heliocentrischen Breite jenes hiochsten Punktes Q.

Da NG = Gn und Ggq der Axe aB parallel ist, so geht
die Gerade gF durch den Brennpunkt f der projicirten Bahn
und es ist:

———cvemanns .
o= -

No' =16FQ' = 16Fq - fq

Fq:FQ=FQ:fq.

Da aber beide Parabeln in @ und ¢ der Knotenlinic Nu
parallel sind, so werden die Winkel, welche sie mit F'() bez. Fiq
bilden, den Winkeln Q G F bez. ¢ GF gleich und daher wird:

und daher
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PQ?
— s 2o__ S
AF = FQsin QGF? = 70
) v ,q ° I)q!
af=[q singGI* = Fe :
Nennt man 5 die Neigung der Bahn, so ist
Pg=PQcosy
und daher
- PQ? cos
af = M—F(Ir—l)’ ,

also ferner
AF:af = Fq*: FQcosn*-fq.
Es ist aber
FQ?

fq 7q

also:
AF:af = Fg*: FQ® cosp?.

[95] Da II:,(:I? der Cosinus der heliocentrischen Breite des

Punktes Q ist, so wird, wenn wir diese mit 4 'bezeichnen:
AF:af = cosA®: cosyt
Vaf — VAF - c(:s n

cos A?

Wird vom Radiusvector eine beliebige Fliche beschrieben, dié
wir 4 nennen wollen und ist die dazu gebrauchte Zeit 7, so
wird
. A
mV2AF

Da aber diese Fliche in der projicirten Bahn verkleinert ist
im Verhdltniss 1:cosn, so wird sie sein A cos-p = D.
Da nun

A Acosy

mV2AT Y2 afcos At

so folgt
T D

o mV2af cos A
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Die Zeit wird also gegeben durch die auf die Ekliptik pro-
jicirte Fliche D,. durch den Halbparameter der projicirten
Bahn 2af und durch den Cosinus der heliocentrischen Breite
des hdchsten Punktes ().

§ 162. Aufgabe 36. (Fig. 18.) Gegeben sei die projicirte
Bahn aqn; man soll die wahre Bahn N Qn finden und deren
Neigung und Knotenlinie.

[96] Ldsung: Es sei « Nqn die projicirte Bahn, ihre Axe af,
ihr Brennpunkt £, und das Centrum der Sonne . Da F der
Brennpunkt der wahren Bahn ist, so fihre man die Gerade
fFq durch beide Brennpunkte, ziehe die Tangente ¢y und zu
ihr die Parallele NF'» durch den Mittelpunkt der Sonne F';
das wird dann die Knotenlinie sein. Fillt man auf diese die
Normale QqP und macht F'() = 1 Nn, so wird der Punkt Q
der hochste Punkt der wahren Bahn sein und g)—f, der Cosinus
der Neigung. Endlich mache man QG = QF oder NG = Gn,
und ziehe zu ()G die Parallele AF, dann ist dies die Axe

( 2
der wabren Bahn. Da AF=FF% (§ 161), so ist damit
auch die Periheldistanz A F gefunden.

§ 163. Lehrsatz 11. Dic projicirte Balm ist durch lauter
geocentrische Lingen gegeben und fiinf Beobachtungen sind zu
shrer Bestimmung erforderlich.

Beweis: Die projicirte Bahn ist bestimmt, sobald der
Scheitel @ und der Brennpunkt / gegeben sind oder die Lage
dieser beiden Punkte in Bezug auf eine Gerade, die von einem
gegebenen Ort der Erde nach dem Centrum der Sonne gezogen
wird. Es hingt daher diese Lage von vier zu diesem Ende
anzunehmenden Unbekannten ab. Sind aber diese angenommen,
so wird die Knotenlinie 2.V gegeben sein (§ 162), ferner die
Distanz af und die beiden Geraden #'() und F¢ und dann
Fq:FQ = cosl (§ 161). Da nun diese vier angenommenen
Unbekannten durch geocentrische Lingen und durch die in
der projicirten Bahn zuriickgelegten Riume zu bestimmen sind,
[87] so werden diese Riume gegeben sein, welche mit den
verflossenen Zeiten verglichen werden konnen (§ 161) und
jeder Raum fihrt zu einer Gleichung. Weil nun aber vier
Gleichungen nothig sind, so braucht man auch vier projicirte
Riaume und daher fiinf beobachtete geocentrische Lingen.

Ostwald's Klassiker, 133. 6
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§ 164. Lehrsatz 12. Wenn sich ein Comet vur Zeit einer
Beobachtung im Pol der Ekliptik befindet, so ist die projicirte
Bahn durch drei weitere geocentrische Lingen bestimmd.

Beweis: Wenn ndmlich der Ort des Cometen im Pol der
Ekliptik auf diese projicirt wird, so fillt dieser Punkt auf
den Ort, wo sich zur selben Zeit die Erde befindet. Welches
daher auch Lage und Grosse der projicirten Bahn sein mage,
jedenfalls muss sie durch diesen Ort der Erde hindurchgehen.
Es ist also ein gewisser bestimmter Punkt der Bahn gegeben.
Daraus folgt, dass aus vier anzunehmenden Unbekannten eine
als tberfliissig ausscheidet, wodurch die Zahl der Riume und
damit der beobachteten Lingen vermindert wird.

§ 165. Anmerkung 1. Es versteht sich von selbst, dass
wenn der Comet im Pol der Ekliptik stationir gewesen ist,
dann die projicirte Bahn bereits bestimmt sein wird, wenn
man diesen zwei Beobachtungen eine dritte hinzufiigt. Uebrigens
wird die Rechnung, durch welche die Bahn bestimmt wird, auf
eine wunderbare Weise complicirt, so dass man es unter allen
[98] Umstdnden vorzieht, die geocentrischen Breiten zugleich
mit den Lingen zur Bestimmung der Bahn anzuwenden.

§ 166. Anmerkung 2. Was wir bisher ilber die Projection
der Cometenbahn auf die Ekliptik gesagt haben, gilt allgemein,
da die Projection auf die Ebene der Ekliptik rein willkdrlich
ist und man auch eine beliebige andere Ebene wihlen kann,
deren Lage gegen die Ekliptik gegeben ist. Diese tritt dann
an die Stelle der Ekliptik und auf sie sind die Oerter der
Erde zu projiciren und ebenso die Geraden, welche von diesen
nach den Qertern des Cometen gezogen sind, wie wir dies
schon bei der Aufgabe 31 (§ 155) durch ein Beispiel erliutert
finden. Ebenen dieser Art, welche zur Abkiirzung der Rech-
nung beitragen konnen, giebt es mehrere. So bringt uns z. B.
die Ebene, welche durch die Centra von Sonne, Erde und
Comet geht, dieselbe Vereinfachung, wie die Ekliptik, wenn
der Comet sich in einem seiner Knoten befindet. Und #hnlich
bietet uns die Ebene, welche auf der von dem Centrum der
Erde nach dem Cometen gezogenen Geraden senkrecht steht, -
einen Fall dar, der analog ist zu jenem von Lehrsatz 12
(§ 164).

§ 167. Lehrsatz 13. Wenn ein Comet derartig stationdr
ist, dass er viermal an demseclben Orte des Himmels beobachtet
wird, so kann seine Bahn ohne alle Rechnung gefunden werden.
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[99] Beweis: Wenn er niémlich stationdr ist, so sind die
Geraden, die von den Oertern der Erde nach den Oertern des
Cometen gezogen werden, parallel. Nimmt man daher eine
Ebene, die durch das Centrum der Sonne geht und auf jenen
Geraden senkrecht steht, so sind in dieser Ebene vier Punkte .
der auf sie projicirten Bahn gegeben. Da diese parabolisch
ist, so kann sie comstruirt werden. Durch die Aufgabe 36
(§ 162) wird dann weiter Lage und Grosse der wahren Bahn
gegeben.

§ 168. Anmerkung. Es wird allerdings kaum jemals ein
Comet viermal an derselben Stelle des Himmels beobachtet
werden, wenn die Zwischenzeiten betrichtlich sind. Sind sie
aber kurz, so muss man sehr genaue Beobachtungen haben,
wenn man auf diese Weise die wahre Bahn ermitteln will.
Man wird aber doch eine angeben konnen, welche von der
wahren wenig abweicht, wenn die scheinbare Bewegung des
Cometen sehr langsam ist.

§ 169. Lehrsatz 14. (Fig. 19.) Wenn ein Comet xweimal
an derselben Stelle des Himmels beobachtet wird, so fallen die
Geraden, welche von den beiden Erdortern nach den beiden
Cometenortern gexogen werden, in die Knotenlinie.

Fig. 19.

Beweis: Seien 7' und ¢ die Oerter der Erde, C und ¢ die
des Cometen. Von letzteren fille man auf die Ebene die
Normalen CK und ck und ferner die Normalen CN und c¢n
auf die Knotenlinie N%2. Dann ziehe man die Geraden NK,
[100] nk, TK, tk, CcM, TtM. Da nun der Comet stationir
ist, so sind die Geraden TC und f¢ und ebenso TK und tk
parallel; tberdies sind die Breiten CTK und ctk einander
gleich. Daraus folgt:
CK:ck=CT:ct=KT:kt=CM:cM = TM:tM=KM:kM,
" also schneiden sich die Geraden T¢, Cc, Kk in M. Weiter ist:
CK:ck=CN:en=Kn:kn=CM:cM=KM:kM=NM:nM,

6¥
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also geht die Gerade N»n durch denselben Punkt M, in dem
gich Ce, Kk, Tt schneiden. Es ist also N» die Knotenlinie,
woraus sich die Behauptung ergiebt.

§ 170. Lehrsatz 15. Wenn ein Comet sich in der Ebene
~ der Ekliptik bewegt und seine Bahn ist eine parabolische, so
geniigen drei geocentrische Lingen, wm dieselbe zu bestimmen;
dagegen st moch eine vierte mothwendig, wenn er sich in einer
Ellipse bewegt, ausser wenn deren grosse Awe bekannt ist.

Beweis: Dass drei Lingen zur Bestimmung der parabo-
lischen Bahn geniigen, erhellt aus Aufgabe 31 (§ 1565) und
. die Construction der Bahn wird hier noch leichter. Dagegen,
wenn diese drei Liingen zur Parabel nothwendig sind, so kommt
bei der Ellipse noch das Verhiltniss zwischen der Periheldistanz
und dem Halbparameter dazu; dieses bliebe unbestimmt, wenn
nicht eine vierte Beobachtung dazukime, ausser es ist die
Linge der grossen Axe bekannt oder was dasselbe ist, die
Umlaufszeit.

(101] § 171. Anmerkung. Ist die parabolische Bahn
gegen die Ekliptik geneigt, so sind drei Beobachtungen er-
forderlich, aber nicht vollstindig; man kann entweder die Zeit,
zu der die zweite Beobachtung angestellt ist, oder die geo-
centrische Linge oder die Breite entbehren. Wenn nichtsdesto-
weniger drei vollstindige Beobachtungen herangezogen werden,
s0 hat man mehr Daten als nothig sind und die iiberfliissigen
konnen zur Vereinfachung der Rechnung oder wenigstens zur
Controle derselben benutzt werden.

[102] Vierter Theil

Eigenschaften der elliptischen Bahnen der Cometen
und Planeten.

§ 172. Lemma 23. (Fig. 20.) Wenn in ciner Ellipse
drer aequidistante Ordinaten PN, QL, RM genommen werden
und man xicht aus dem Brennpunkt F die Radienvectoren FN,
FL, FM, so ist 2FL = FN + FM.
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Beweis: Nach der Natur der Ellipse ist nidmlich

AB—2AF
 — 2] T LT 4

FN=AF+~3 LP
AB —2AF

FM=11F+ TJIR,

N L
A F P 0 R B
Fig. 20.
daher:
FN+4+FM=2A4AF+ 457[;“_?(;11> + AR).

[108] Nun ist nach der Voraussetzung:
AP+ AR =240,

daher
FN+ P =2(4F A 24l 40) =2FL.

§ 173. Lemma 24. (Fig. 21.) Wenn in einer Ellipse
AQBD e beliebiger Punkt Q angenommen und durch shn der
Durchmesser QCD, ferner die -Tangente ()T und zu thr eine
beliebige Parallele N GM gexogen wird, dann der Brennpunkt
F mat Q durch dic Gerade QFb verbunden und die Strecke NI
senkrecht in die Lage nEm iibertragen wird, so dass nE = FEm
ist, dann legen die Punkte n und m cbenfalls auf einer Ellipse
Qnbm, deren einer Brennpunkt gleichfalls F, und deren grosse
Aze Qb der grossen Axe der ersten Ellipse gleich ist.

Beweis: Da QCD ein Durchmesser der Ellipse und die
8trecke N der Tangente QT parallel ist, so findet nach
einer bekannten Kigenschaft der Kegelschnitte zwischen der
Abscisse QG und der Ordinate N/ eine analoge Gleichung
statt, wie zwischen Abscissen in der grossen Axe und darauf
senkrecht stehenden Ordinaten. Weil nun nach der Construc-
tion NM = nm und QF dieselbe Rolle hat wie Q G, ferner
nm senkrecht steht auf F'Q, so wird zwischen QF und nm
dieselbe Gleichung in Bezug auf die Ellipse statthaben, deren
grosse Axe Qb ist. Zieht man also (e parallel zu QT und
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und es wird daher, weil QTC = QFC — TQF = FCe,

smFCc—-(a_2~naf f'
(@a—2f)yax —

Es ist aber
Fec:sinFCe¢ = FC:sinQeC

und daher, wenn die gefundenen Werthe substituirt werden
und reducirt wird:

FC=4a—f
Fe+4 2= Qc=4}a
Qb = a = AB.

Es ist welter der conjuglrte Halbmesser Cd =cy= Vaz — :*
und daher wegen Fy' =Fc' +cy"

Fy = ({a — 2+ (ax — 2%) = }a?
F_y = la = Qec.
Daraus erhellt, dass F' Brennpunkt in beiden Ellipsen ist.
(105] § 174. Zusatz 1. Aehnlich erhilt man den Halbmesser
QC=Vile—2: +of —f =VFc +CH'
und weiter: A
sin Q Ce = aVa/—f* :
2Vax —2*Vi(a — 22 +af — f°
§ 175. Zusatz 2. Da in der Ellipse AHB:
QG -GD - Cd'?
G

GM? =

und in der Ellipse Qyb:
QG-GD _QFE-Eb

QCr T Qs
80 wird:
QE-Eb- Cc?
2
GM?: = Em =&

§ 176. Zusatz 3. Wird daher FE = & gesetat, so wird:
[ax — a8 — (v — §*](ax — #?)
ta*

v — x2) — — 2x)&
Fm = g(am—_ ;)ﬁaf(g — ?&

Em? =
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§ 177. Lemma 25. (Fig. 21.) Wird alles wie sm vorigen
Lemma angenommen, und werden noch die Radienvectoren Fn,
Fm, FN, FM gexogen, so ist die Summe der ersteren Fn 4 Fm
gleich der Swmme der letxteren FN -+ FM.

[106] Beweis. Man ziehe durch den Punkt G die Gerade
PGK senkrecht zur grossen Axe 4B, und verbinde A mit
dem Brennpunkt . Da NG = G'M, so wird nach Lemma 23
(§ 172)

2FK=FN+ FM.
Da ferner Fn = F'm, 8o ist nachzuweisen, das Fn = FK ist.

Weil nun 7Q, EG und ¢C parallel sind, so wird

¢Q:QC=cE: GC
QC-cE
CG = 0
oder nach Substitution der Werthe:

oo Erio=aVik= BN

Weiter ist durch Trigonometrie

__QC*+4CF* —QF"

cosQCF = 350C. CF
CP=CGecosQCF,

also nach Substitution der Werthe

ta(a — 2%)

cosQCF =
(@ — 2}‘)V}§(a — 2zt 4af —
_ (@a—2z)(2§+a—2%)
="y
Hieraus:

(@—2f? —(a— 22— 2(a—2%)&
2(a — 2f)
Es ist aber nach der Natur der Ellipse

PF=FC—CP=

_2af—1) , a—2f
FE="S"L 4 2=l pp

[107] und daher nach Substitution und gehoriger Reduction

~ a2  — 9x) &
i 203 —5) _ ([@—23)§
a a
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Denselben Werth aber haben wir fiir den Radius Fm (§ 176)
erhalten und es wird daher

FK = Fm
2FK=2Fm = Fn+ Fm = FN 4 FM.

§ 178. Lemma 26. (Fig. 21.) Wird alles wie in den
beiden vorigen Sitven angenommen, so verhalten sich die Flichen
der Sectoren NQMF und nQmF wie die Quadratwurzeln aus
den Halbparametern der Ellipsen AB wnd Qb.

Beweis. Wenn nimlich die Ordinaten N M auf dem Durch-
messer (D senkrecht stinden, so wiirde die Fliche des Seg-
mentes NMQ im umgekehrten Verh#ltniss des Sinus der
Neigung Q G N grosser sein. Wenn sie daher nach nm tiber-
tragen zur Axe Qb senkrecht stehen, so wird das Segment
nQm unter allen Umstinden in diesem Verh#ltniss grosser
sein miissen. Da aber die Abscissen QF grosser sind, als
“die Abscissen Q G, so ist das Segment # Qm ebenfalls in diesem
Verhiltniss grosser, d. h. es ist

nQm = M .
sinQGE. QG
Nun ist durch Trigonometrie
QF 1 1

.QGsinQGE~ smQEG smTQF
[108] und daher das Segment

NOQM

nQm= = ToF"

Nun ist aber (§ 173)
sinTQF = Vaf r

a/u—/v '

und daher
nQm = NQMVW;_ 7
nQm:NQM =Vax—z*:Vaf — f*.

Da ferner die Dreiecke nFm und NFJ gleiche Grundlinien
nm und NM haben, so verhalten sich die Flichen derselben
wie die aus dem Brennpunkt oder dem gemeinsamen Scheitel ¥
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auf sie gefillten Lote und daher wie 1 zum Sinus des Winkels
NEF = TQE. Also hat man ebenfalls:
nFm:NFM=YVax —z*:Vaf — f*
und ebenso die ganzen Sectoren
nQmF: NQMF = Vaz — 2*: Vaf — f*.
Die Halbparameter der beiden Ellipsen sind aber
2(af — )

—_—
a
2(azx — 2Y)
a

=8,
also . o
aS as - -

Sectoren nQmF: NQMF = V—2— :V§ =VS:Vs,
was zu beweisen war.

[109] § 179. Zusatz. Es wird daher

nQmF  NQMF
VS Vs

§ 180. Lemma 27. (Fig. 22.) Beschreibt man um die
grosse Axe einer Ellipse AB einen Halbkreis, halbirt eine be-

liebige Sehme NM derselben in G, wieht aus dem Centrum C
die Gerade CG Q, verbindet Q mit dem Brennpunkte F durch
die Gerade Qc und xieht endlich die Gerade Cc parallel xur
Sehne N M oder zur Tangente TQ, so gilt folgender Satz: Wenn
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durch die Punkte N, Q, M die Normalen Nn, Qq, Mm ~ur
grossen Axe gefdllt werden und man verbindet die Punkte n, m
und q, C durch Gerade, so wird der Bogen nm tn q halbirt
und der Pfeil qg = QE.

Beweis: Nach der Natur der Ellipse stehen nimlich die
Ordinaten Pm und PM in dem Verh#ltniss der grossen zur
kleinen Axe und es schneiden sich daher die Sehnen mn und
MN verlingert in dem Punkte R der grossen Axe. Da nun
NG = GM, so folgt ng =gm. Weiter ist CQ:QG = Cq:qg.
Da ferner N M und Cc parallel sind, so wird CQ: QG = Qc: QF
und daher

Cq:q9 =0Qc:QE.
Es ist aber (§ 173)
Cq= AC = Qc,
mithin:
q9 = QFE.

[110] § 181. Zusatz. Da Qc die grosse Halbaxe der
zweiten Ellipse Qb (Fig. 21) ist und der Halbaxe AC gleich
ist, so erhellt (Fig. 22), dass der Pfeil QF gleich ist dem
sinus versus des Kreisbogens ng. Es sind daher nicht nur
die Sehnen der Ellipsen NM und nm (Fig. 22) einander gleich,
sondern auch die Sehnen der Kreisbogen, die zu ihnen ge-
horen.

§ 182. Anmerkung. (Fig. 22.) Um dies noch klarer
auseinanderzusetzen, stellen wir uns vor, dass die Ellipse
A NMB die orthographische Projection des Kreises Anm B sei,
der gegen dieselbe geneigt ist und dessen Ebene mit der
Ebene der Ellipse sich in der Knotenlinie AB schneiden und
der Cosinus des Neigungswinkels gleich PM : Pm ist. Es wird
dann die Sehne NM die Projection der Kreissehne nm und
ebenso wird die elliptische S8ehne nEm (Fig. 21) die Projection
der Sehne desjenigen Kreises, dessen Durchmesser und Schnitt-
linie die grosse ‘Axe Qb ist und dessen Neigungswinkel durch
seinen Cosinus == ¢y : Q¢ bestimmt ist. Also sind nach dem
vorigen Zusatz nicht nur die Kreissehnen gleich, sondern auch
die elliptischen, die die Projectionen von jenen sind.

§ 183. Lehrsatz 15°. (Fig.21.) Wird alles wie m Lemma 24
(§ 173) angenommen, so konnen beide Ellipsen Qmb und AQB
Cometenbahnen sein und beide werden in derselben Zeit durch~
laufen.
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[111] Beweis: Es ist nimlich beiden Ellipsen der Brenn-
punkt F gemeinsam, in welchem nach Gesetz 3 (§ 68) das
Centrum der Sonne sein wird, welches nothwendig mit dem
Brennpunkte des Kegelschnittes zusammenfallen muss, in dem
sich ein Comet bewegt. Weil ferner nach Lemma 24 die beiden
Axen 4B und Qb gleich sind, so muss nach § 71 auch die
Umlaufszeit dieselbe sein.

§ 184. Lehrsatz'16. (Fig. 21.) Unfer denselben Voraus-
setxumgen wie zuvor werden die Bogen nQm und NQM in
dersclben Zeit durchlaufen.

Beweis: Nach Gesetz 4 (§ 69) verhalten sich die Zeiten
wie die Flichen, welche der Radiusvector tiberstreicht, dividirt
durch die Quadratwurzeln aus den Halbparametern; also verhilt
sich die Zeit, in welcher der Bogen N M durchlaufen wird zur
Zeit, in welcher nQm durchlaufen wird wie

NQMF’.anF_
Vs = VS

Da nun nach § 179
NQMF _nQmF
Vs Vs '’
so folgt nothwendig die Gleichheit der Zeiten.

§ 185. Aufgabe 37. (Fig. 21.) Wenn ein Comet in einer
elliptischen Bahn einen beliebigen Bogen N QM durchliuft, so
soll man die unendlich vielen anderen Ellhipsen angcben, in
welchen er in der ndmlichen Zeit Bogen durchlaufen wiirde,
welche dieselbe Sehme NM haben und bei welchen die Swmme

der dusseren Radienvectoren gleich der Swmme der dusseren
Radienvectoren FN - FM ist.

[112] Erste Losung. Man halbire die Sehne NM in G
und ziehe vom Centrum C die Gerade CG'Q; dann wird jede
Ellipse, die mit der gegebenen isochron ist oder mit ihr gleiche
Umlaufszeit hat, der Aufgabe geniigen, wenn man sie so legt,
dass sie durch den Punkt @) geht und ihr Brennpunkt mit dem
Brennpunkte der gegebenen Ellipse zusammenfillt.

Zweite Losung. (Fig. 22.) Man betrachte die Ellipse
AQB als die orthographische Projection des Kreises Ag¢B,
dann wird die S8ehne N/ die Projection der Sehne nm sein.
Dann verschiebe man den Bogen nsm nach Belieben auf dem
Kreise AqB und suche durch Aenderung der Neigung die
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projicirte Sehne, welche der gegebemen N M gleich ist. Da-
durch erhilt man zwei Punkte der zu construirenden Ellipse
und tiberdies die beiden Scheitel 4 und B. Die construirte
Ellipse hat man dann so zu legen, dass ihr Brennpunkt mit
dem Brennpunkte F' zusammenfillt.

§ 186. Anmerkung. Nehmen wir der Kiirze halber an,
nm sei die verschobene Sehne selbst, dann fillen wir nV
und m M zur Axe normal und verlingern die Sehne nm bis R,
wo sie die Axe schneidet. Nun suche man zu nm, Rm und der
gegebenen Sehne die vierte Proportionale (nm: Rm = NM:x).
Mit dieser schneide man aus R in M ein, dann werden IV
und M jene zwei gesuchten Punkte der Ellipse ANMB sein
und der Bogen NM wird der Aufgabe geniigen.

§ 187. Definition 4. Unter dem »elliptischen Fall des
Cometen gegen die Sonme« verstehen wir dessen Bewegung in
einer Ellipse, deren kleine Axe oder Halbparameter gleich Null
[113] 4st oder deren Scheitel mit dem Bremmpunkte im Centrum
der Somme zusammenfallt.

§ 188. Zusatz 1. Weil die grosse Axe der Ellipse endlich
ist, so ist vom elliptischen Fall der Anfang gegeben und der
Comet, der auf diese Weise in die Sonne fillt, beginnt seine
Bewegung vom Zustande der Ruhe aus und durchmisst dann
die ganze grosse Axe.

§ 189. Zusatz 2. Weil ferner die Umlaufszeit eines in
einer Ellipse wandelnden Cometen nur von der Linge seiner
grossen Axe abhingt (§ 71), so erhellt, dass wenn diese ge-
geben ist, damit zugleich die Zeit bekannt ist, in welcher der
Comet vom Zustande der Ruhe ausgehend in die Sonmne fillt.

§ 190. Aufgabe 38. Gegeben ist die Entfernung von der
Sonme in dem Moment, wo der Comet sich in Ruhe befindet,
man soll die Zeit finden, in welcher er xur Sonne gelangt.

Losung: Es sei D jene Distanz; dann wird dies die Linge
der grossen Axe einer Ellipse sein, deren Umlaufszeit doppelt
so gross ist als die gesuchte Zeit. Da nun die Umlanfszeit
‘nach § 71 gleich

7T

= D)t

m -
ist, so wird die Zeit des elliptischen Falles in die Sonne gleich
w D*

t = g

[T
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(114] § 191. Zusatz. Da die Zeit des parabolischen
Falles nach § 103 gleich
1 Db
m 3y2
ist, so verhilt sich die parabolische zur elliptischen Zeit wie
4 zu 37 oder nahe wie 14 zu 33 oder 73 zu 172.

§ 192. Anmerkumg. Wenn wir fir D die mittleren
Distanzen der Planeten annehmen, so wird die Zeit ihres
elliptischen Falles in die Sonne:

H 1902.60 Tage

A 764.38 >
3 121.42 >
5 64.57 >
Q 39.70 »
8 15.55 »

§ 193. Aufgabe 39. (Fig. 12.) Man ermittle die Ge-
schwindighkeit eines in einer Ellipse sich bewegenden Cometen.

Lo6sung: Es sei AM ein elliptischer Bogen, 4 der Scheitel,
AF = [ seine Distanz vom

s Brennpunkte oder vom Cen-

trum der Sonne; die grosse

Axe sei a, die Strecke

P FM = %, der Bogen M N

unendlich klein, M P ein
um die Sonne concentrischer
Kreisbogen. Die Zeit, in
welcher M N durchlaufen
wird, sei 7 und die, in
welcher M P durchlaufen
(115] wird, sei £. Da der
Halbparameter der Ellipse

2(af — 17

a

ist, so wird nach Gesetz 4 (§ 69)

Fig. 12.
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__ MFNVa
= wVear—or
t — MFD
mVzx

Nennen wir die Geschwindigkeiten in N = (' und in MP =,
so wird

MUN
C==7
L
t
und daher
L MN - 12—(W MP-mVz
o MFXN -Va " MFP
oder
Cie= MNYV2(af—f*): MPVza.
Es ist aber

MP vp_ Yef—r

also nach durchgefiihrter Substitution:
Cie=V2(ar—2%:Vza.
Nun ist nach § 75 die Geschwindigkeit auf dem Kreise:

_2m

C= —,
Va

_ 2mV2(ax — 2%
zVa

Dies ist die Strecke, welche in der Richtung der Tangente
in einem mittleren Sonnentage durchlaufen wird.

§ 194. Zusatz. Da die eben ermittelte Formel nur die
grosse Axe und die Distanz I enthilt, so ist klar, dass die
[116] Geschwindigkeit von der Lage des Brennpunktes in der
grossen Axe unabhiingig ist.

c
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§ 195. Lehrsatz 16, Wenn die Umlaufszeiten xweier oder
mehrerer in Ellipsen wandelnder Cometen gleich sind, so ist die Ge-
schwindigkeit derselben in derselben Distanx von der Sonne gleich.

Beweis: Wenn nimlich die Umlaufszeiten gleich sind, so
sind auch die grossen Axen gleich (§ 71); da nun die Ge-
schwindigkeit in der elliptischen Bewegung allgemein gleich

0= 2VemVaz — #*
zVa

ist, und die grossen Axen und die Distanzen bei allen die-
selben sind, so sind es auch die Geschwindigkeiten.

§ 196. Lehrsatz 17. (Fig. 23.) Wenn ein in einer Ellipse
wandelnder Comet den belwbtgen Bogen NM durchliuft und
man halbirt die Sehne
NM in G, zieht aus
dem C’entrum C den
Halbmesser CGQ und
aus dem Bremmpunlkte
F eine der grossen Axe
AB gleiche Gerade Fb;
macht ferner auf dieser
letxteren Fg = {(FN

Fig. 23. -+ FM) und gn = gm

= G N, so wird, wenn

der Comet tm Punkte b von der Ruhe ausgehend gegen die Somne

fallt, die Zeit, in welcher er den Abschnitt mn durchmisst, gleich
der Zeit, in welcher er den Bogen NM xuriicklegt.

Beweis: Die Gerade Fb kann als eine Ellipse betrachtet
werden, deren Scheitel mit dem Brennpunkte in F’ zusammen-
[117] fallt; wegen Fb = AB wird die Zeit, in welcher er
dieselbe durchlinft, gleich der Umlaufszeit der Ellipse AQB
(§ 71). Ferner ist die Summe der Radienvectoren Fn - F'm
= FN -+ FM und die durchlaufene Sehne nm = NM; nach
Aufgabe 37 (§ 185) werden also beide Sehmen in derselben
Zeit durchlaufen.

§ 197. Zusatz. Es kann daher die Zeit, in welcher ein
beliebiger elliptischer Bogen durchlaufen wird, durch den
»elliptischen Fall des Cometen in die Sonne« bestimmt werden.

§ 198. Definition 5. Die Scala der elliptischen Geschwindig-
keiten ist eine geradlinige Theilung, auf welcher fiir jede beliebige
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Distanz von der Sonnc die Geschwindighkeit eines in elliptischer
Bahn sich bewegenden Cometen entnommen werden kann.
§ 199. Zusatz. Da die elliptische Geschwindigkeit von
der grossen Axe abh#ngt, so ist die Folge, dass die Scala
dieselbe bleibt, wenn die grosse Axe festgehalten wird; fiir
jede andere grosse Axe aber muss die Scala geindert werden.
§ 200. Lehrsatz 18. (Fig. 18.) Bexeichnet F das Centrum
der Somne, in welches der Comet vom Zustand der Ruhe in A
ausgehend fillt und wird xw jedem belicbigen Punkte M die Zeit
hinzugeschrieben, welche der Comet entweder wvom -A nach M
oder von M nach F braucht, so stellt die auf diese Weise getheilte
Gerade A F die Scala der Geschwindigkeiten dar fiir alle Ellipsen,
deren grosse Aze gleich AF 1ist.
[118] Beweis: Es wird nimlich dadurch die Zeit gegeben,
in welcher die kleine Strecke Mm: durchfallen wird. Theilt
man aber diese Strecke durch die Zeit, so hat man die Ge-
schwindigkeit in M. Da jede grosse Axe eine andere Scala
der Gleschwindigkeiten erfordert (§ 199) und da die Gerade AF
eine Ellipse vorstellt, deren Bremnpunkt und Scheitel F und
deren grosse Axe .4 F ist (§ 197), so kann die Scala nur fiir
Ellipsen dienen, deren grosse Axe — AF ist.
§ 201. Lehrsatz 19. (Fig. 24.) Sei A das Centrum der
Sonne und der (Comet falle von der Ruhe in B ausgehend
nach A; man beschreibe ferner diber AB als Durchmesser einen
Halbkrets, nehme die beliebige Abscisse AP, die xugehorige Ordi-
nate PM wnd xiehe AM, dann ver-
hilt sich die Zeit des ganxen Falles
durch B A xur Zeit des Falles durch
BP, wie die Fliche des Halbkreises
AMB xur Fliche des Scgmentes
AMB. ) b 77 B
Erster Beweis: Die Gerade _—
AB ist n#imlich eine Ellipse ohne Fig. 24.
Breite und die Flichen, welche der Radiusvector iiberstreicht
und welchen nach dem bekanntesten Satz der Astronomie die
Zeiten gleich sind, werden daher bequemer und wohl noth-
wendig durch die Flichen des Halbkreises tiber AB ersetzt.
Es ist aber der Brennpunkt in .{ und .{3f tritt an Stelle des
Radiusvectors; die Zeiten werden sich daher verhalten wie die
Flachen, die er iiherstreicht. Daher verhilt sich die Zeit des
ganzen Falles zur Zeit des Falles durch BP, wie die Fliche
des Halbkreises zur Fliche des Sectors /.1 B.

Ostwald’'s Klassiker. 113. i
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[119] Zweiter Beweis: Es sei AB=a, AP =z,
Pp = — dx und die Zeit, in der Pp durchfallen wird, dz;

dann ist die Geschwindigkeit in P gleich — g— Wir sahen aber,
dass diese ist: (§ 193) 4

dx __ 2V2mVax — 2*

qr—8 —
— 9 d’l' xVa
-3 oder )
. 2V2mdr xvdx
[~ " -_ — ==
Va Vaz —a?
— oder
2V2 m / xdx
— V(1~ o ~
xd
Es ist aber (a % gleich dem Elementar-
ax — =%
_z sector Am M und daher
—® YrmV2a = MAB
— . 2MAB 2n-MAB
- Yol — —- = — .
’_: ‘:’D mV2a V2a
= & § 202. Anmerkung 1. Diese Formel giebt
. die Zeit in mittleren Sonnentagen; dieselbe hingt,
wie man sieht, von der Linge der grossen
—* Axe AB ab. Wenn man aber allgemein die
—w Umlaufszeit einer Ellipse in 100 gleiche Theile
theilt und die grosse Axe in 10000, so kann
—* man eine Tafel des elliptischen Falles berechnen,
o (sieche Tafel II am Schluss), deren Gebrauch all-
gemeiner ist. Diese Tafel kann man nach Lehr-
— o [120] satz 18 (§ 200) auch benutzen, um Scalen
elliptischer Geschwindigkeiten zu construiren. Eine
. solche stellt Fig. 25 vor. Die eingeschriebenen
Zahlen sind die Zeiten, in welchen der Comet
im elliptischen Falle von einem beliehigen ge-
gebenen Orte aus in die Sonne gelangt, wenn
<L, der Fall in B seinen Anfang nimmt und die ganze

Zeit in 50 gleiche Theile getheilt wird.

§ 203. Anmerkung 2. (Fig. 23 Seite 96.) Wenn die Gerade
Fb = AB (§ 196) auf diese Weise getheilt wird, dann wird
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die Differenz der den Punkten » und m beigeschriebenen Zeiten
die Zeit sein, in welcher die Strecke nm und daher auch der
- Bogen NM durchlaufen wird. Der Gebrauch der elliptischen
Scala ist also derselbe wie der der parabolischen, den wir
. oben auseinandersetzten. Sobald die grosse Axe gegeben ist,
ist auch die Scala der Geschwindigkeiten gegeben und es
gentigt dann die Linge der Sehne des durchlaufenen Bogens
und die Summe der #usseren Radienvectoren FN -+ FM, um
die Zeit zu bestimmen.

§ 204. Aufgabe 40. (Fig. 21, Seite 86.) Gegeben st die
Liinge der grossen Awe, die Lage des Brennpunktes und die Lage
der beiden Pumkte N und M; man soll die Ellipse construiren.

Lésung: Man ziehe die beiden Radienvectoren F'M und
FN von der grossen Axe ab, dann sind die Differenzen oder
Reste nach der Natur der Ellipse gleich den Ahbstinden der
Punkte M und N vom anderen Brennpunkte f; da die Punkte
aber ihrer Lage nach gegeben sind, so kann auch der Brenn-
punkt / ohne Schwierigkeit gefunden werden. Dann wird die
[121] Gerade Ff in C halbirt und die halbe Liinge der grossen
Axe von C aus nach 4 und B abgetragen; dann ist 4B
Lage und Linge der grossen Axe. Die tibrige Construction
kann dann sehr leicht erledigt werden.

§ 205. Alililerknng. Es ist klar, dass die Bestimmung
von f zweideutig ist, dass daher anderweitig festgesetzt werden
muss, welche von beiden zu wihlen ist.

§ 206. Lehrsatz 20. (Fig. 15.) enn ein Comet, dessen
Umlaufszeit bekannt ist, von der Erde aus in beiden Knoten
beobachtet wird, so ist hierdurch die Lage und Ldnge der
Knotenlinie und die Lage der grossen Aze und diberhaupt die
ganxe Bahn bestimmt, nur die Neigung der Bahnebene bleibt
unbestimmd.

Beweis: Sei NAN' ein Theil der Ellipse, F ihr Brenn-
punkt oder das Centrum der Sonne, FE' die Bahn der Erde
und zugleich ihre Oerter zur Zeit der beiden Beohachtungen.
Die Lagen der Geraden EN und E'N’ sind durch die geo-
centrischen Lingen gegeben und NFN' ist die Knotenlinie.
Da nun die Umlaufszeit und damit die grosse Axe gegeben
ist, so kann die Scala der Geschwindigkeiten construirt werden,
Auf dieser zihle man von der Sonne aus die Zeit ab, die
zwischen der ersten und zweiten Beobaclhitung licgt und nehme
die entsprechende Distanz, so wird diva die Linge N\ dor

-
.
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Knotenlinie sein. Da diese nothwendig durch F geht und

zwischen die Geraden NE und N'E’ fallen muss, so kann

sie nun gezogen werden. Es sind also jetzt die beiden Punkte .
[122] ¥ und N’ und der Bremnpunkt F gegeben, so dass die

Construction der Bahn nach Aufgabe 40 (§ 204) ausgefithrt

werden kann. Da die Punkte .V und N’ in der Ebene der

Ekliptik liegen, so kann die Neigung der Bahn aus diesen

Angaben allein nicht gefunden werden.

M

Fig. 15.

§ 207. Anmerkung. Es ist noch zu bemerken, dass die
Losung achtfach ist. Es kann nimlich zunichst die Strecke
NN’ auf vierfache Weise zwischen die Geraden NE und N'E'
gelegt werden, so dass sie durch F' hindurchgeht. Sodann
lisst jede Lage der Geraden NN’ noch eine zweifache Lage
der Bahn zu (§ 205), woraus also eine achtfache Lésung
resultirt. Es ist jedoch nicht schwer, sie auf eine zweifache
zurtickzufihren. Wenn n#mlich auch die Strecke NN’ auf
vierfache Weise gelegt werden kann, so geht sie doch nur in
zwei Fillen selbst durch F), wie es sein muss, weil das Centrum
der Sonne nothwendig zwischen den beiden Knoten N und N’
liegt. In den beiden tibrigen Fillen fillt F' ausserhalb der
Knoten und diese sind daher auszuschliessen. Sodann macht
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die doppelte Lage der Bahn (§ 205) hier keinerlei Schwierigkeit,
weil ja mit Zuhilfenahme einer dritten Beobachtung die rich-
tige Lage der Bahn zugleich mit dem Neigungswinkel be-
stimmt wird.

§ 208. Lehrsatz 21. Wenn die Umlaufsxeit eines Cometen
bekannt ist und ausserdem drei geocentrische QOerter mit den
Beobachtungsxeiten, so kann. dadurch die Grosse und Lage der
Bahn bestimmt werden. i

[123]) Beweis: Durch die Umlaufszeit ist nimlich die
grosse Axe und damit die Scala der Geschwindigkeiten ge-
geben (§ 71, 200ff.). Da der Gebrauch derselben genau der-
selbe ist, wie der der parabolischen Scala, so kann die Con-
struction der Bahn ebenso absolvirt werden, wie bei der
Parabel, die wir in der zweiten Lésung der Aufgabe 31 (§ 155)
gegeben haben. Es wird nimlich zuerst der wahre Ort zweier
Cometenpositionen bestimmt und dann mit Hiilfe der dritten

. Beobachtung die Bahn nach Aufgabe 40 (§ 204) construirt.

§ 209. Anmerkung. Ich tibersehe nicht, dass die Umlaufs-
zeit, welche in diesem Satze als gegeben angenommen wurde,
eigentlich fehlen konnte, da doch drei geocentrische Cometen-
orter geniigen miissen. Damit es nun nicht scheine, als ob
ich ohne Grund die Zahl der Daten vermehrt hitte, will ich
folgendes bemerken. Zunichst steht fest, dass es eine allge-
meine Eigenschaft der Cometenbahnen ist, dass der Bogen,
welcher wihrend der Sichtbarkeitsdauer durchlaufen wird, nur
ein kleiner Theil der ganzen Ellipse ist. Daher kann man
von den sechs Bahnelementen (§ 141, 142) die grosse Axe
aus sich so nahe liegenden Oertern nicht mit Sicherheit ableiten,
da auch der kleinste kaum vermeidliche Beobachtungsfehler
einen sehr merklichen Unterschied erzeugen wiirde. Man muss
hier auch der Aberration des Lichtes gedenken, welche die
Beobachtungen mehr oder weniger unsicher macht und deren
Effect man nicht berticksichtigen kann, wenn die Cometenbahn
[124] nicht schon nahe bekannt ist. Wenn aber die Bahn
schon nahe bekannt ist, so trifft es sich zuweilen, dass aus
den ilbrigen Bahnelementen erkannt wird, dass der Comet
bereits in fritheren Zeiten beobachtet worden ist, und daraus
kann dann die Umlaufszeit geschlossen werden, zumal wenn
er schon mehrere Male beobachtet worden ist. Ist aber die
Umlaufszeit gegeben, so wird dadurch die Bahnbestimmung in
allen Fillen sehr erleichtert, weil man nun die Scala der
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Geschwindigkeiten gebrauchen oder sich eine Tafel des ellip-
tischen Falles berechnen kann, wenn man die Sache genauer
durch Rechnung erledigen will. Ist die Umlaufszeit gefunden,
80 hat man noch dasselbe zu beachten, was wir schon bei der
Parabel angemerkt haben (§ 170, 171).

§ 210. Aufgabe 41. (Fig.23.) Es sei die grosse Aze AB,
die Summe der Radienvectoren FN -+ FM und die Sehne MN
gegeben; man soll die Zeit finden, in welcher der Bogen NM
durchlaufen wird.

Losung: Ist alles wie in Lehrsatz 17 (§ 196), so wird
der Comet, von b nach F fallend den Abschnitt mn in der-
selben Zeit zuriicklegen, in welcher der Bogen NQJAf durch-
laufen wird, und es ist:

m
b 4
4 F — B
Fig2.3.
P — FN+ F;l[—{-NM
Fn=FN+F£I—NM'
[125] Wird gesetzt:
Fb == ;1B =
Fm=x
Frn=1

und sind ¢ und z die Zeiten, in welchen F'm und Fr durch-
fallen werden, so dass ¢ — 7 = T die gesuchte Zeit ist, so
hat man (§ 201):

21"57)”__ xdx
Va Vax — 22
2V§m1_ Ldr

Va Va’,‘—é_f’.
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Entwickelt man in Reihen und integrirt, so kommt:
1 2% 1.3 2% 1.3.5 2}

2V§mt=§zé+?'i— j"?" 2.4. G%as
2v§mz=§;3+—;—-ét . %a, +1520s §:+
und daher
= 3';;5 -t +10:V§ (”‘ —;T)+56 *an (=1
5
T’:Vz‘( rj)"l"

(126] § 211. Zusatz 1. Wenn die grosse Axe unendlich
gross ist, die Ellipse also in eine Parabel itbergeht, dann erhalt
man kurz

n 3

~ 3 312 *
wie schon frither bei der dritten Losung der Aufgabe 15 (§ 83).

§ 212. Zusatz 2. Es ist jetzt auch ersichtlich, was man
der Zeit, die nach der Hypothese der Parabel berechnet ist,
hinzufiigen muss, um die Zeit zu erhalten, in welcher der
elliptische Bogen durchlaufen wird. Der erste Term der er-
haltenen Reihe ist ndmlich von der Axe der Ellipse unabhingig
und dient, allein gebraucht, fir die Parabel.

§ 213. Zusatz 3. Ist FB die Axe der Hyperbel, so wird

die Zeit des hyperbolischen Falles der Cometen von . nach
F nach § 210

—z}

n 1.3:5

t — % __ oo}
2V2(“‘ g +2 4‘5 T 2.4 6% Pl )

Hieraus kann leicht die Scala der hyperbolischen Geschwindig-

keiten construirt werden, #hnlich wie bei der Ellipse und

Parabel.

(127] § 214. Lehrsatz 22. (Fig. 26.) Wird wm die
grosse Axe der Ellipse AB der Halbkreis AqB geschlagen, die
Sehne NM parallel zur Aze AB gezogen, und die Ordinaten
PNn, RMm errichtet, so werden, wenn fiir die Ellipse die
Sonne tm Brennpunlkte F’ fiir den Iﬁezs aber tm Centrum C sich
befindet, die Bogen NQM und nqm in derselben Zeit durchlaufen.
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Beweis: Errichtet man im Centrum C' die Normale CQgq,
80 halbirt diese die beiden Sehnen NM und nm; zieht man
daher FQ, so wird QF = qg (§ 180) und die nach den An-
gaben von Lemma 24 (§ 173) durch Q gelegte Ellipse geht in
diesem Falle wegen F(Q — AC in einen Kreis »Qu iiber,
der gleich ist dem Kreise AgB. Zieht man daher ¥ Eu normal
zu FQ, so wird der Bogen »(Qy in derselben Zeit durch-
laufen wie der Bogen NQM (§ 183). Wegen FQ = Cq und
QF = qg ist aber der Bogen nmgm gleich »Qu und die
Sehne nm gleich »u. Wenn man daher das Centrum der
Sonne filr den Kreis AgqB nach C versetzt, so wird der
Bogen ngm in derselben Zeit durchlaufen, wie der elliptische
Bogen NQA.

§ 215. Zusatz 1. Wenn also die Zeit gegeben ist, in
welcher der Comet von A nach N gelangt, so ist es micht
schwierig die Zeit zu finden, in welcher er von 4 nach M
gelangt und umgekehrt. Es ist nimlich nur die Zeit zu ad-
diren oder zu subtrahiren, in welcher der Kreisbhogen nm-
durchlaufen wird. Deren Berechnung aber ist sehr leicht,
denn dieselbe verhiilt sich zur Umlaufszeit des Cometen, wie
der Bogen ngm zur Peripherie des ganzen Kreises Ag¢B.

(128] § 216. Zusatz 2. (Fig. 26.) Da unser Theorem
von der Lage des Brennpunktes F unabhingig ist, so durch-

14uft der Comet, wenn
v. 9 . das Centrum der Sonne

_ nach A versetzt wird, so
n g

- e dass 4 F=0 ist, von B

. 2N ™ nach 4 und wenn er mit
Z NI elliptischer Geschwin-

) digkeit sich bewegt, die

/ AN Strecke RP in dersel-
e ben Zeit, in welcher

der Kreishogen 2qm

Fig. 26. durchlaufen wird. Und

so kann wieder, wenn

die Zeit gegeben ist, in welcher er von B nach R fillt, sehr

leicht die Zeit ermittelt werden, in welcher er von B nach P

fullt, oder auch, wenn die Zeit gegeben ist, in welcher er von
P nach A4 gelangt, jene, die er von R nach A gebraucht.

§ 217. Lehrsatz 23. (Fig. 21.) Wenn die grosse Axe
gegeben ist, so kann die Bewcgung eines Cometen iiber einen
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beliebigen Bogen NM ersetxt werden durch die Bewegung in
einer andern Ellipse nQm von gleicher Umlaufsxeit, und zwar
so, dass er in dieser letxteren in derselben Zeit die Bogen nQ
und mQ durchliuft, welche auf beiden Seiten des Scheitels Q
gleich gross sind. ‘

Beweis: Man halbire die S8ehne NM in G, nehme die
halbe Summe der Radienvectoren ————FN—; FM,
das rechtwinklige Dreieck F'Em, so dass

Fm=FN_;FM

Em = {NM

wird. Nimmt man dann die Differenz zwischen F» und der
Axe AB und schneidet mit derselben von 7 aus auf EF in ¢
ein, so ist damit der zweite Brennpunkt der gesuchten Ellipse
gefunden. Wird daher ¢ F in ¢ halbirt und ¢Q = cb = AC
gemacht, so wird Qb die grosse Axe. Mit ihr und dem Brenn-
punkte F’ kann die Ellipse construirt werden und es ist dann
mQn der gesuchte Bogen (§ 183).

und construire
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Tafel I. Zur Berechnung des parabolischen Falles
in die Somne. (§ 115.)

Zeit Zeit Dist. ©
0l 0  0.00000 44 06 027722
3 02750 6 28866
6 04366 12 29987
9 05721 18 31088
012 0.06930 5 0 0.32169
15 08042 6 33233
18 09082 12 34279
21 | 10064 18 35311
1 0 | 011002 6 0 = 0.36327
3 | 11900 6 @ 37326
6 | 12766 12 . 38318
9 . 13604 18 - 39294
112 | 0.14416 7 0 | 0.40258
15 | 15206 6 . 41211
18 | 15976 12 42153
21 | 16728 18 - 43085
2 0 ' 0.17464 8 0  0.44006
3 © 18184 6 | 44919
6 ' 18891 12 45822
9 | 19584 18 . 46712
212 & 0.20265 9 0 : 0.47601
15 20935 6 . 48479
18 21595 12 ;. 49348
21 22244 18 50211
3 0 0.22884 10 O 0.51065
3 23516 12 ' 52753
6 24139 11 0 54415
9 24754 12 56052
3 12 0.25360 12 0 0.57665
15 25961 12 59256
18 26055 13 0 60826
21 27142 14 0 63906
4 0 0.27722 15 0 0.66914
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Zeit l Dist. © Zeit Dist. © Zeit Dist. ©

154 | 0.66914 454 1.39188 751 | -1.95659

16 | 69856 46 41243 76 97394
17 | 72137 47 43282 77 | 1.99122
18 | 75563 48 45307 78 | 2.00843
19 | 78336 49 47318 79 02555
20 |, 0.81061 50 1.49315 80 | 2.04261
21 | 83741 51 51300 81 05960
22 | 86379 52 53272 82 07651
23 | 88977 53 55230 83 09336
24 | 91538 54 57176 84 11014
25 | 094063 | 55 | 1.59111 | 85 | 2.12685
26 , 96555 56 61034 86 14350
27 1 0.99015 57 62945 87 16009
28 | 1.01442 58 64845 88 17661
29 | 03846 59 66735 89 19307
30 | 1.06220 60 1.68614 90 | 2.20946
31 | 08567 61 70482 91 22580
32 | 10890 62 72340 92 24208
33 | 13188 63 74188 93 25829
34 | 15463 64 76026 94 27445
|

35 | 117717 65 1.77855 95 | 2.29056
36 | 19948 66 79675 96 30660
37 22159 67 81485 97 32260
38 | 24351 |. 68 83287 98 33853
39 | 26523 69 85080 |- 99 35441
40 | 1.28676 70 1.86863 | 100 | 2.37024
41 30812 71 88639

42 \ 32931 72 90406

43 | 35032 73 92165

44 | 37118 74 93916

45 1 1.39188 | 5 1.95659
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Tafel II. Zur Berechnung des elliptischen Falles. (§ 202.)

Zeit Dist. © Zeit Dist. © Zeit Dist. ©
0 0 17 7008 34 9355
1 1270 18 7209 35 9434
2 1984 19 7399 36 9508
3 2562 20 . 7580 37 9577
4 3062 21 | 7753 38 9642
5 © 3513 22 ' 7918 39 9699
6 3921 23 , 8075 40 | 9751
7 4298 24 8226 41 9799
8 4647 25 ! 8368 42 9842
9 . 4973 26 8503 43 | © 9880

10 | 5279 27 8631 44 9912

11 . 5567 28 8753 45 9939

12 . 5840 29 8869 46 9961

13 | 6100 30 | 8978 47 9978

14 , 6343 31 | 9081 48 9990

15| 6575 32 9178 49 9998

16 6797 33 9269 50 | 10000

17 | 7008 34 9355




