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SOLUTION GENERALE ET ABSOLUE
z DU

PROBLEME DE TROIS CORPS

MOYENNANT DES SUITES INFINIES.
rar M. LAMBERT.

§ 1.

L: probleme dont il s'agit dans ce Mémoire feroit fans contredit
rout aufli fameux que celui de la quadrarure du cercle, s'il avoit
été connu depuis le tems des anciens Géomerres Grecs, & fi ce qui en
fair le fujer éroir autant 4 la portée de rout le monde que I'eft la figu-
re d'un cercle. Certe double différence diminue fa célébriré, mais el-
le fait en échange, que tandis que la quadrature du cercle fair 'objet
des recherches des plus ignorans, le probleme des trois corps n'oc-
cupe que ceux qui {ont le plus verfés dans les calculs, & qui, fans fe
repaitre, comme les premiers, de quelque folution fautive & illufoi-
re, fe bornent 4 accufer le calcul intégral du peun de fuccés de leurs re-
cherches. lls fe défiftent de la quadrature du cercle, & je crois qu'ils
{e défifteroient également du probleme des trois corps, fi on pouvoit
leur démontrer que ces deux problemes doivent, & cer égard, &ure
rangés dans une méme claffe. Il me femble que c’eft par cer examen
quiil faur commencer. Tichons donc de parler raifon fur ce qu'il
faut trouver, avant qu'on puille dire que le probleme de trois corps
elt réfolu.

§. 2. Drabord je remarque qu'il ne s'agit pas des formules
différentielles.  Celles par ot il faut commencer, & qui font du fe-
cond degré, fe trouvent fans peine, non feulement pour trois corps
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mais pour un fyfteme d’autant de corps qu'on voudra. Enfuite il ne
fufhr pas de tirer de ces formules quelques autres, qui ne donnent
que la loi de la confervation des forces vives, ou celle des aires propor-
tionelles au rems, ou quelque autre loi femblable, qui, pour s’étendre
fur tout le {ylteme, nous liffe ab{olument ignorer le mouvement de
chaque corps en parriculier. Enfin, quand méme on parviendroit d dé-
terminer {éparément la vitelle de chaque corps par les diftances, il y
auroit encore plus d’un pas i faire pour parvenir 4 la folution complet-
te, qui demande que /a1 pofition des corps, leurs viteffes & lewrs di-
reflions étant données pour un certain moment , on puiffe affigner la pofi-
tion, les vite[fes & les divedlions pour wn autre moment quelcongue don-
né, Certre queftion eft la principale. Elle touche immédiatement i
I'ufage qu'on veut faire du probleme, & routes les autres queftions
s'y réduilent ailtmenr.

§. 3. Mais cette queltion eft-elle réfoluble? On dira fans
doute qu’elle I'elt, parce que non feulement le probleme eft dérermi-
né, mais parce que les formules différentielles, defquelles la folution
dépend, (ont trouvées, de forte qu'il ne s'agit que d’en chercher les
intégrales. Mais quelles inrégrales? Veur-on que ce foient des for-
mules finies? Je démontrerai qu'il n'y ena point, & que roures cel-
les qu'on pourra encore trouver ne (uffifent pas pour rendre la fo-
Jution complerte.  Tout ce qu'il y aura & faire, revient donc i ce
qu’on a fait par rapport & la quadrarure du cercle, c'eft d'avoir recours
a des fuites infinies; & la queftion (& réduit 4 en trouver qui foient
convergentes & traitables. Voild en quoi ces deux problemes, quoi-
que différemment fameux, fe reflemblent parfaitement.

§. 4. Jele répete , la folution 1'eff complette & alfolue,
que lorfaue toutes les circonflances du fyfeme peuvent étre determinées di-
rellement powr uin mowens guelcongue y en wemployant gue le tems éconlé
depuis le moment gicen a fuit fervir de bafe dans le calewl, € gui por li
tient liew a’époque.  Car, 4 confidérer les formules différentielles & ka
facon dont elles {fembleatr devoir éwe traitées, il paroir que, quand mé-
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me elles (eroient intégrables 4 tous égards, on trouveroit plus facile-
ment les vitelfes exprimées par les diltances, qu'on ne trouveroir le
tems exprimé par les vitefles ou par les diftances, & qgu'encore le tems
(e trouveroit plus facilement par les aurres circonftances, que ces cir-
conltances ne {e trouvercient par le tems.  Cleft cependant ce dernier
but gu'on doit fe propofer, parce que c’elt celui que l'ufage du
probleme demande.  On fait qu'il en elt de méme dans le cas ol on
ne conflidere que deux corps. Depuis Kepler, la grande queftion éroit
toujours de trouver direéfement, non Panomalie moyenne par la vraie
ou par les diftances, mais Panomalie vraie pav la moyenne, gui vepré-
fente le tems,  QQueftion, qui n'a été réfolue & qui ne le fera que par
des (uires infinies, par des approximations, par des interpolations, ou
par d’'autres manieres indirectes.

§. 5. FEnviendra-t-on mieux & bout, lorfqu'au lieu de deux
corps on en {uppofe trois ou plufieurs? Je réponds d'abord ce que
rour Géometre répondra, qu'il n'eft gueres probable. Mais fuppo-
funs, par exemple, pour le cas de trois corps, toutes les intégra-
tions des formules différentielles faites. Que les intégrales ayent une
forme quelconque, mais qu’elles foient réduites en forte qu’elles expri-
ment la pofirion des corps par le tems.  Que dans ces formules la
malle d'un des trois corps foir faite — o, de méme que les autres
coifficiens qui s'y rapportent. Il eft clair que par li elles feront
{implifi¢es de beaucoup; peut - étre méme que plufieurs termes &
quantités tran{cendantes difparoitront. Mais voyons ce qui refte. Les
formules ainfi fimplifiées feront pour le cas de deux corps.  Elles ex-
primeront la pofition de ces deux corps par le tems, c'eft 4 dire les
diftances & les anomalies vraies par les moyennes; c'eft 4 dire, encore
que ces formules feront des fuites infinies, & qui pluseft, des fuires
infinies fimplifices.  Remertons maintenant le troifieme corps, & il
eft clair que tous les termes qu’on avoit anéantis, {& remetront aufli,
& que non feulement les formules qui expriment la pofition des trois
corps par le tems, {eront ﬂﬂfuitt;', mais méme des [lites hﬁmﬂluuf
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plus compliguées que celles qui dans le cas de deux corps expriment
leur pofition par le tems, ou I'anomalie vraie par la moyenne. Il ne
fera pas difficile d’appliquer ce méme raifonncment 4 un fylteme d'un
nombre de corps quelconque. La pofition de ces corps ne pourra
&re exprimée par le tems, fi ce n'eft par des {uires infinies, qui feront
d’aurant plus compliquées, que le nombre des corps fera plus grand.

§. 6. Tournons maintenant le cas du probleme, & fans avoir
égard 4 ce qui en rend la (olution complette & abfolue, fuppofons une
folution relle, qu'elle détermine les diltances par les angles, ou les angles
par les diftances. Il eft clair qu'une femblable folution aboutit uniquement
a nous faire connoitre la nature des courbes que les corps parcourent.
Cleft ainfi p. ex. qu'on fair, que lorfqu’il n'y a que deux corps dont
le centre commun de gravité cft en repos, ees corps parcourent des
feétions coniques. Mais quelles [eront les courbes, ou les orbites, lorf-
qu'il y a trois ou plufieurs corps? On prévoit bien que ce pourront
étre des courbes 4 double courbure, & que le probleme, propofé
dans {a plus grande univerfalité, doir s'érendre julques fur les cas les
plus compliqués. Or on ne fauroit difconvenir que les courbes &
double courbure ne {oient encore peu connues. Il n'en éroit pas de
méme des (ections coniques pour le cas de deux corps. On en con-
noiffoit un grand nombre des plus belles propriéiés, bien longtems
avant de favoir qu'on pouvoit en faire ufage dans I'Aftronomie
théoriqune. Mais il s’en faut de beaucoup qu'on trouve les mémes
avantages par rapport au probleme de trois corps, Car, quand on
pourroit parvenir @ trouver des équations qui nous faflent connoi-
tre la nature des orbites, quelle apparence y a-t-il que ces orbires
feront des courbes connues depuis long rems, tandis que ce que nous
connoiffons des courbes 4 double courbure fe réduit i forr peu de cho-
fe, & qu'il n'y en a peur- ére aucune, qui pour étre mieux connue ou
plus intéreffante aic mériré un nom.

§ 7. A confidérer les formules aifférentielles par ol le cal-
cul commence, la différentielle du tems, ou pour mieux dire, le quar-
ré
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ré de cette différentielle {e trouve dans toutes d’'une méme fagon, & il
eft trés facile de l'en faire difparoirre.  Par li les formules font rédui-
tes en forte qu'elles ne renferment plus d’autres variables que celles
qui fervent & déterminer la narure des courbes.  Par la encore le pro-
bleme cefle, pour sinfi dire, d’étre mécanique ou altronomique, & de-
vient un probleme de pure Géomérrie.  Mais ce n'eft pas qu'il en de-
vienne d'autant plus réfoluble. Er il n’eft pas difficile de prévoir com-
bien la folution générale doit étre compliguée. Car Vorbite de cha-
que corps (& détermine par 'érar initial de tout le fyfteme. Cer érar
érant donné ou pris dans (2 plus grande généralité, il s’agit de trouver
pour 'orbite de chaque corps une équation qui exprime les ordonnées
par les abfcifles, ou les diftances par les angles. Mais la méme géné-
ralite de la folution demande qu’d chaque abfciffe il réponde un nom-
bre indéfini d"ordonnées, ou qu'i chaque angle il réponde un nombre
indé¢fini de diftances. La raifon en elt, que la folution générale doir
comprendre encore ces cas ol 'orbite de chague corps tourne & s'en-
tortille, pour ainfi dire, une infinité de fois autour ducentre commun de
gravité, fans jamais rentrer en elle-méme & fans fe perdre par une ex-
curfion 4 linfini. Tel eft & peu prés le cas de la cycloide a double
courbure que les Satellires décrivent autour du Soleil, ou du centre
commun de gravité du Syfteme Solaire. Il eft vrai qu'on peut ima-,
giner des formules affez fimples, qui fatisfont 4 cetre condition. Peut-
étre en trouvera-t-on aulli, qui farisfont en méme tems 4 la loi de la
gravitation, ou de l'artrattion muruelle des corps du fyfteme, mais qui,
pour ne préfenter que des cas particuliers, n’auront pas toute I'uni-
verfalité que la folution du probleme demande.

- §. 8. Si cependant on pouvoir parvenir 4 des formules véri-
tablement univerfelles, & calculer ou conftruire les orbires pour un
étar initial du (yfteme quelconque donné, alors le probleme des trois
corps {eroit réfolu 4 peu prés autant que l'eft celui de deux corps. Car
fuppofons, ce qui peut roujours fe faire, que le centre commun de gra-
vité foit immobile, & (oient les orbites conflruites. Je dis que, le lieu
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d'un corps érant donné, on trouvera affez facilement celui des deux
aurres. Car, en tirant par le lieu du corps donné & par le centre com-
mun de gravité une higne droire, certe ligne paffera par le centre com.
mun de gravité des deux autres corps, & ce ¢entre {& trouvera moyen-
nant le rapport des mafles.  Enfuite il ne s’agit que de tirer par ce
centre une ligne droite, qui, en paflant par les orbites des deux aurres
corps, [oit coupée par ces orbites en raifon réciproque des malles des
corps, ce qui ne pouvant communément (e faire que d’une feule facon,
donnera les lieux des deux autres corps qu'il s'agifToir de chercher. Si
donc on prend fur I'orbire du premier corps encore un autre point, on
rrouvera également les lieux répondans des denx aurres corps; & la loi
générale des aires proportionelles au tems, donnera le tems que le
{yfteme aura employé pour parvenir du premier état au fecond,
du moins dans le cas ot les trois orbires fe trouvent dans un méme
plan. Mais , quand cette fagon de procéder feroit univerfelle-
meng praticable, il s'en faur de beaucoup que nous connoiflions aflez
les orbites pour pouvoir les conftruire; & d'ailleurs la queftion, de
détermuner la pofition des corps par le tems, ne pourroit par i érre ré-
folue que fort indireltement. Voyons donc comment, en em-
ployant des fuites infinies, neus pourrons parvenir a la {olution dire@e
qu'il s'agit de trouver.

§. 9. Comme d cet égard je ne me propofe dans ce Mémoire
que de faire voir la méthode qui conduit & ce bur, je me bornerai
d'abord & I'appliquer & un cas moins compliqué.  Mais je 'appliquerai
de fagon quon voie que cetce méthode eft généralement applicable,
non feulement d un {ylteme d'un nombre de corps quelconque mais
encore fous une loi de gravitation quelcongue. Le cas que j'exami-
nerai eft celui ot les trois corps qui s’attirent mutuellement, {& trou-
vent & {e meuvent en un méme ligne droite.  Je choifis ce cas, afin
de débarraffer le calcul de la pluralité des dimenfions, qui, fans rendre
le calcul plus difficile, le rendroient plus prolixe, su préjudice de I
clarté que demande Pexplication d'ume méthode. [sjoure que ce

méme



o 359 €8

méme cas, tout fimple qu'il eft, pourra felon toute apparence étre celui
auquel les autres plos compofés e réduifent, du moins 4 Pégard de
rout ce qui regarde la loi de la confervation des forces vives; & je fuis
d’autant plus porté 4 croire une femblable réduction poffible qu'elle 1
lement & trés généralement lieu dans le cas de deux corps, com-
me je I'ai fait voir dans un Traité inticulé: Jufigniores orbita cometarum
proprictates.
§. 10. Soient donc

x ¥y %

B C G A
les trois corps placés en ligne droire, & en méme rems leurs mafTes A,
B, C. Qu'on prenne fur la méme ligne un point quelconque G, afin
d'y rapporter les diftances, Le point G pourra, fi 'on veur, érre le
centre commun de gravité, & en ce cas chaque diftance (& dérermine
par les deux autres.  Soienr les diftances

AG — s
Cix =9
BG — =

& en défignant par g la gravité ablolue, on aura pour un tems 7 quel-
conque les trois formules différentielles _
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B
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C
1
= (&+ > G e
§. 11. Comme dans ces formules il y a trois fortes d’unités,
qui font celle du tems, celle des mafies & celle des diftances, on voit
bien que deux de ces unités peuvent roujours ére prifes 4 volonté, &
que la troifieme fe détermine en ce que ces formules doivent ére des
équations. Polons donc
. £C
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gC —= M~
eB — N
g = ¥
& il fera
M N
— dds : dr? — — —
: Ot= F@=+o°
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— ddy : d72 —
YO = 0F e =y
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§. 12. Ces formules ainfi trouvées, il g'agit d'exprimer cha-
cune des diftances x, y, & par le tems 7. Jai fait voir ci-deffus, que
cela ne pourra fe faire que par des fuires infinies. Il eft donc chir
que la fagon la plus courte qui y conduife fera la meilleurs. Com-
mengons donc par déterminer quelle {era la forme de ces fuires. Com-
me elles doivent exprimer les diftances par le rems 7, il eft clair qu'el-
les procéderont fuivant quelques dimenfions de 7. Or je dis
1°. Que le premier terme doit étre une quantité conftante, qui dé-
note la diflance iniriale qui 4 lieu pour le tems 7 — o,

112, Que le fecond terme doit étre le tems v multiplié par un co#f-
ficient qui dénote la virefle initiale de chaque corps, & qui (era
pofitif quand l corps s’¢loigne du point G, lorfqu'il eft 7— 0o,

II°. Que le rroifieme terme doit étre le quarré de 7 muliplié par

un coéfficient qui exprime l'effer dela gravité ou de la chiite
initiale de chaque corps vers les deux autres corps.

On voit par li, que les fuites qu'il s'agit de trouver procedent fui-
vant toutes les dimenlions du tems 7, que les coéfficiens de deux pre-
miers termes de chaque (uite font donnés par I'érat inicial du fyfteme,
que les cotfficiens des troifiemes termes {e définiffent par la gravitation
murtuelle des trois corps, & partant, comme ceux de tous les termes
fuivans, par les formules différenticlles.

§ 13.
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§. 13 [Faifant donc
s — a4+ It 4+ 1t 4 dr? 4= et 4 ere,
y —a—4 67 - y7* 4 I3 - ert = etc,
x — A+ DBr 4~C7r* 4=Dr? 4 Es* 4 e

& par ce que je viens de dire

a, &, A (eront les diftances initiales,

b, &, B les vitefles initiales,

¢y 7, C les chutes iniriales.
Afin done de déterminer les coéfficiens fuivans, il ne s’agira que de
{ubfticuer ces fuires, comme érant la valeur des diftances x, y, 3 dans
les formuiles dificrentielles, en pofant d7 conftante. Pour cet effer

nous aurons d’abord
dds — d7? (2¢ 4 6d7 = 12¢7% — efc.)
ddy — d7? (27 —+ 6d7 —+ 1267 = erc)
ddx — d7* (2C 4= 6D7 = 12E71* — eic)

Faifons encore pour abréger

I
P
I+ﬂ_m She s 7
I
a 4+ A t i
I e
- py il Bt
& il fera

@)=t mrtm(cn) T 4 m{@+ )7 4 (e 074 erc)
(x+ nj;;%(l +arrdw(CH+ )2 4D+ 5034 n(E4 )1t fete)

(=) =5 P+ p(C)T +pO=D)7 +pE— 7 4 etc)
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(_ﬂi_:ﬂ_f: ‘-=m35n'—2m’{ﬁ?}ri—zmﬂ(ﬂﬁjr’—:ml{ef:}f'-—-ﬂ-:_
+ smtqir? +6miy(ciy)rd 4 6ntyl.to;T?
p— 4;;455;373 +3_.ﬂil:r.fTJif#
—12m%cty )Tt
+ smogtr

—n*—zntiv—2n? (Cle)r?— 203 (Did)1? — 209 (Efe)r? —etc.
4+ 3utriz? 46.9(Cte 734615 (D)4
- gu?rivd 4 3n¥(Che)?rt
—1255(Cte)rt
4 suSriyd

—p*—2plsr—2p’(Cy)r? —2p (D=d ;13 —2p? (E—e)7*—etc.
+ 3p*a*1? +6ps(C—y)r*+6p*s(D—djr?
— 44":‘!'3 +3T*':G_Tj‘r*
=12p C—y 7
+ spisits,
§. 14. Sabftimuant donc ces valeurs dans les formules difie-

renticlies, & égalant les termes, on aura les ¢quations fuivantes pour
les coéfhiciens

- 2¢ — Mm®* 4+ Nn? + 6d = 2Mnig + :'I\-T.t:?]

T
tc.-}-.:r}‘

(=)

— a2y —— Pm* — Np? + 66 — 2Pmig —2Nypis
— 2C—= Pn* — Mp? + 6D == 2Pun?r 4 2Mp?

—12¢— gMm*s2—2m3(cty'M 4+ 3 Nat12—2Nu3(C + ¢)
—~120== 3Pmtyr—2m?(cty) P — g Npts?— 2 Np3(C—y)
—12E— 3Putr2—2n¥(Ctc) P 4 sMp*s2—2Mp3 C—y)
&rc, ;
Voili donc de quelle maniere les cotfficiens des fuites propofées fe dé&
terminent trés direétement & comme d’eux-mémes. ' § 13
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§. 15. Mais, comme j'ai repporté ce cas particulier du pro-
bleme de trois corps, afin de le faire fervir d'exemple pour tous les au-
res <as, il conviendra de faire encove la-deflus quelques remarques
générales. La premiere qui s'offre affez naturellement, c’elt que le
tems T pouvant &ere pris aufli grand que on voudra, les foites rou-
vées ne {eront pas convergentes pour une quantité T quciconque. On
ne pourra donc calculer les diftances x, y, 5, que pour des tems 7 affez
petits pour que les fuires trouvdées foient encore (ufhfamment conver-
gentes. Ce n'eft pas cependant que par-la ces fuites ceflent d’ére d'u-
fage. Car route la différence qu'il y a, c’eft qu’il faut caleuier par in-
tervalles. Qu'on prenne p. ex. un tems ¢ {ufifamment perit, & on trov-
vera les diftances x, 9, 2 répondantes.  On trouvera de plus l.s vitef
fes moyennant les mémes fuites différentices,

ds : d2 = b ~~ 2c2 - 3d1* = get? - ete.

dy : dt = 6 4 29t == 381* 4= 4t - erc

de:dt — B 4+ 20t 4 3Dt* 4= gLE23 -4 erc
Ces nouvelles diftances & virefles étant trouvées, on les (ubltituera
aux précédentes @, a, A; #,8, B, & par-1i on dérerminera de nou-
veau les coéfficiens, afin‘de pouvoir enfuite déterminer P'érar du (yfte-
me tel qu'il fera aprés un fecond intervalle du tems.  Cleft ainfi qu'on
pourra continuer autant qu'il fera nécellaire pour parvenir jufqu'au
moment gu'en S’étoit propofé de calculer.

§. 16. La feconde remarque qui s'offre & faire, c'elt que
lorfqu’un des trois corps elt aflez petic pour n'avaeir point d'aétion fen-
fible fur les deux autres, (a mafle pourra érre faite — o, ce qui abré-

4 de beaucoup la détermination des cozfficiens. Elle fera pareille-
ment fort abrégée, lorfque dans Pérat injtial du i fteme les trois corps
font en repos; car alors les viteffes initiales 4, €, B, de méme que
leurs fommes ou différences ¢, », 5, font == o, ce qui fera encore
difparoitre les coéfficiens 4, d, D, & généralement tous ceux des di-

menfions impaires de 7.
LZ'3 §.17.
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§. 17. Tout que je viens de dire aura encore lieu dans les cas
ol les trois corps ne font ni dans une méme ligne droire ni dans un
méme plan. Le calcul n’en fera ni plus difficile ni plus compliqué, mais
bien plus prolixe. Car dans ce dernier cas le mouvement des trois
corps doit érre décompof€ fuivant les trois dimenfions de V'efpace, Par-
li au licu des rtrois fuites que nous avons introduites dans le calcul,
on y en introduira neuf, ce qui naturellement triplera tour au moins
la prolixité du calcul.

§ 18. Ilyacependant des cas oli on pourra I'abréger con-
fidérablement, & ce font précifément ceux qui ont tanr fait fouhaiter
la folutien du probleme de trois corps. Suppofons, par exemple, les
maffes des trois corps aflez dilproportionnées pour qu'il n'y ait que le
plus petit qui foic altéré par le moyen dans le mouvement qu'il au-
roit autour du grand, fi le corps mitoyen éroir fans aftion. Cleft le
cas d'une Comete troublie dans fon orbite par I'attion de Jupiter.
Dans ce cas, le plan de 'orbite de Jupiter fera mis pour bafe, & le nom-
bre des neuf {uites que la folution générale demande, & réduit 4 cing.
Car il nen faudra aucune pour le Soleil. 1l n'en faudra que deux pour
Jupiter, & ces deux fuites & leurs coéfficiens fe dérerminent indépen-
damment de la Comete. de {orte quil ne s'agit que de dérerminer les
coéfficiens des rrois fuires, qui doivent exprimer les abftifTes & les or-
données de l'orbite de la Comere. De cerre maniere le calcul ne fera
gueres plus long que celui que je viens de donner pour trois corps qui
fe meuvent dans une méme ligne droite.
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