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SUR LA METHODE

Du

CALCUL INTEGRAL
pPAR M. LAMBERT. (")

1.

e Calcul intégral confidéré dans toute fon étendue ecft de la Clafe
des Queftions inverfes. Les Mathématiques nous en offrent
plufieursefpeces. LElles different de celles que 'on confidere comme di-
redtes, en ce que la marche. qu’il faut prendre dans leur folution eft
en quelque fagon rétrograde, & que pour rétrograder il n’y a fouvent
d'autres chemins, que ceux qui font en méme tems direlts.  Cleft
ainfi p. ex. que de chaque nombre on peut trouver {on quarré, foncu-
be &c. & que de ces dignités on peut revenir au nombre qui les a
produites. Mais, comme outre les nombres qui font des quarrés, ou
des cubes, il y en a une infinité d’autres qui n’en font pas, il eft
clair qu’il n’y a point de chemin droit qui y conduife, & que ce-
lui qu'on veur faire eft pour ainfi dire raboreux & fans fin. Il en
eft de méme du Calcul intégral.  Toute quantité peut étre différen-
tice. Mais, outre les différentielles qui en naifient, il y en a une infinité
d’autres qui ne communiquent poinr avee leurs intégrales par quelque
chemin droit & battu. Cependant, a cet égard, nous reftons encore
bien plus en arricre qu'a I'égard des puiffances des nombres & de leurs
racines. Lr comme, fuivant toute apparence, c’eft par le défaut de mgé- -
thode, il convient de nous y arréter un moment.
§. 2.

(*) Lu le 15 de Décembre 1768.
Mém. de I Acad. Tom. XV, Kkk
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* §. 2. Il me paroit que, dans la plpart des découvertes qu’on
a faites dans le Calcul intégral, il y avoit un peu de précipitation. Eren
effer, il femble qu’il n’y ait pas aufrement meyen de parvenir 4 l'infini,
qu'en s’y précipitant. C’eft toujours une efpece d’abime pour 'e(pric
humain. Mais ce n’elt pas de cette précipitation que je veux parler.
Je prends le terme un peu moins au pied dela lettre, parce quion fe
précipite aufli quand on fe hite trop.  Or, quoique ce ne foit pas L 1
coutume des Géometres, dont tous les pas fogt prémédités & mefurds,
il femble néanmoins qu’ils ayent oublié d’en agir de méme, lor(quil
seft agi de linfini. De la vient que les expreffions ont été plus ou
moins inadéquates & choquantes. De 1 vient auffiqu'ils n’ont trouvé
certaines reftri¢tions qu'aprés coup.  Car en effer, ce ne fur qua-
prés coup qu'on s’avifa d’ajouter les conftantes aux inrégrales qu'on
avoit trouvées. Ce ne fur quaprés coup qu’on chercha la méthode
d’en revenir aux différentielles lorfque I'intégrale ne donnoit point de
valeur.  Enfin, ce ne fut qu’aprés coup qu’on reprit les fecondes,
troifiemes &c. différentielles, lorfque les premieres, fecondes &ec. dif:
parurent du calcul. Tout cela veut dire, qu’on ne favoit pas bien ce
qu’on avoit trouvé, lorfquon rouva le Calcul intégral. Car c’étoient
1a des méprifes & des précipitations, qui ne devoient point avoir lieu.
On voit aifément qu’il y etir fallu & plus de méthode & plus de patience.
Avec tout ccla, on eft toujours redevable aux grands génies, d'avoir
fair les premiers pas. Car, tout précipités qu’ils peuvent avoir été, on
les excufera en ce que la conquéte de Finfini ne paroit pouvoir fe faire
que par affaut.

§. 3. Les queftions inverfes ént des méthodes qui leur font
communes, & qui enfuite fe dérerminent d’avantage, lorfqu’elles s’ap-
pliquent & quelque queftion plus particuliere. ~ Ces mérthodes veulent
qu’on fe familiarife avant toute chofe avec la queftion direéte, qui eft
toujours plus facile.  Or les queftions directes, confidérées rélative-
ment aux inverfes, ne fourniffent a celles-ci que des hypothefes. Mais
il convient de claffifier ces hypothefes, d’en déduire des fymptdmes &
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de pourfuivre les conf¢quences jufqu'a ce qu'on en trouve qui puif‘-'
ftnt éure univerfellement converties.  Car ce n'eft qu'alors qu on.
trouve le moyen de rcrmgrﬂder. Ceeft ainfi qu’a Iégard des racines
quarrées, on commenga a ¢lever un binome 4 la {econde dlgnlr(.., &
par ld on vit comment un nombre doit ére compofé pour étré nom-
bre quarré, & comment il faut le décompofer pour en trouver la raci-
ne. Ceft ainfi que, dans la Mccanique, on examina différentes hypo-
thefes du mouvement accéléré, des forces centrales &c. & les propo-
fitions convertibles qu'on en déduifit, comparées aux phénomenes de
la Nature, firent trouver les loix de la pefanteur & celles des mouve-

mens céleftes.

§. 4. Mais procéda-t-on de la méme maniere & 'égard du
Calcul intégral? Je dirai que non. On étoit trop impatient de trouver
des 1nrég'rales, afin d’y parvenir on titonna pour trouver des rou-
tines, & on f¢ précipira quelquefo:s pour geénéralifer des méthodes
particulieres, dont on entrevoyoit a peine la poirbzhre Ce n’eft qu'un
demi - fiecle-aprés la premiere idée de ce calcul, quon trouva incidem-
ment les véritables marques de la {€parabilicé des variables.  Mais la
fagon dont on la decouvrzt, éroit {1 conforme i la méthode que je viens
d’mchquer, qu'on elit pu y parvenir depuis longtems. - Car, én diffé-

rentiant dans I'équation
MM — Qdy

la FonEhon P fuivant y, & la fonétion Q_fuivant x, de forte qu’il foit

dp
ay =5
dQ _

dx — ¥

c*éeoit un fympwme qu’on trouva, lorfQu’il apparuc qu'il éroir géné-
ralement p =7,

toutes les foisque dans 'équation
Pde — Qdy
KkKk 2 Ics
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les variables peuvent &tre féparées. 1l elit fallu dés le commencement
techercher ces fortes de fymptomes. Mais, au lieu de commencer par
bien connoitre les différenticlles, on fe hita de chercher les intégrales
d’'une fagon quelconque.

§ 5. Ceft parle défaut de cette méthode qu’on fe trouve enco-
re prefque tout 4 fait hors d’étar de décider, {i une différentielle, dont
on ne peut pas encore parvenir 4 trouver l'intégrale, eft intégrable ou
non. De la vient aufli, que ce n'eft que peu a peu qu’on s’accofiru-
ma 4 regarder une formule comme fuffifamment intégrée, lorfquon
Pavoit réduite 4 des quantités. circulaires ou logarithmiques, oua des
arcs elliptiques; & on s’y accottuma, plutdt parce qu’on perdoit tou-
te efpérance d’aller plus loin, que parce qu'on éroit convaincu par une
demonftration rigide, qu’il falloit en refter Ja. Mais n*éroit-ce pas 3
peu prés comme fi, aprés avoir trouvé que 4 & 9 fonrt les quarrés de 2
& de 3, on reftoit en doute, {i les nombres intermédiaires 5, 6,7, 8
ne pourroient peut-&tre pas avoir pouf racine quelque nombre entier,
qui ne fir point encore connu? _

§. 6. En conféquence de la méthode que jai rapportée, il efic
fallu comynencer par claflifier, non les différenticlles, comme.on I'a
fair, mais les intégrales. 1 elr fallu endéduire des {ymptémes; &ce
n'eft que d’aprés ces {ympromes, que les différentielles auroient duérre
claffifi¢es, puifque c’eft par la qu'elles eufBt é1é reconnoiffables. En-
fuire la méme méthode veut, qu’en claflifiant les intégrales; on effaye
du moins de comrhencer par les claffes les plus générales. Cleft
d’abord pour avoir moins de clafles; ' &-¢énfuite, fi on peut réuffir 4 en
trouver des {ymptomes tels qu’il les faur, leur ufage eft d’autant plus
érendu.  Or les claffes les plus générales qu'on puifle faire, c’eft de
divifer les intégrales en algébriques & en tranfcendantes. Les tranfcen-
dantes pourront enfuite étre fiibdivifées en circulaires, logarithmiques,
arcs elliptiques &c. & il en reftera toujqurs de plus compliquées,

§. 7. Confidérons d’abord les intégrales algébriques. Le
théoreme de la {¢paration des variables, que jeviens de citer, fair que
nous
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nous pourrons nous borner 4 une feule variable, de forte qu'il fuffit
de confidérer une fontion algébrique quelconque de x. Er d’abord,
il eft clair que fa différentielle, quelle qu'clle foir, eft néceflairement
intégrable, & qu'il n’y a que ces fortes de différenticlles qui le foient.
Mais pourra-t-on toujours les reconnoitre? Il eft clair qu'il faur d’a-
bord commencer a en chercher les {fymptémes.  Et fi elles peuvent (e
reconnoitre, peut-on trouver la méthode pour les intégrer? Cleft ce

que ces mémes {ymptomes doivent faire voir.

§. 8. Chflifions pour cet effet les fonltions algébriques d’'une
quantité variable.  Elles feront
1°. ou fimplement rationelles, & alors leur différentielle I'eft auffi.
2°. ou une fraftion rationelle, & alors leur différentielle le feraauffi.
Son divifeur fera le guarré du divifeur de I'intégrale, & moins
que par la réduction il n’en ait difparu quelque partie.
3°. ou une guantité radicale, & alors leur différentielle fera affec-
tée de la méme quantité radicale, multipliée ou divifée par
quelque facteur rationel. Car il eft en général

d (xn:n) — E‘_ xmm x.-l d-t.

4°. ou plufieurs quantités radicales,, additionées ou fouftraires, &
alors il y aura autant de différentielles féparables, de la méme
forme.

5°. ou des quantités radicales qui fe multiplient ou fe divifent, &
alors il y aura aurant de différentielles {¢parées qu’il y a de fac-
teurs, gz chaque différenticlle fera affeétée de routes ces quan-
tités radicales & de facteurs rationels.  Car il eft '

dpmen XSy 3 B gmingesy g
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‘Du refte j'entens que les falteurs foient des fatteurs dif-
férens.

6°. ou des fommes de ces fortes de quantités, & alors il y aura au-
tant de différentielles {¢parables, comme N©, 4.

7°. ou une quantité radicale, mulripli¢e par une quantité rationelle,
& encore en ce cas la différcnticlle toute enticre fera affeétée
de la quancité radicale.  Caril eft

d(P.Q‘":”) — Q=:»(dP 4 -:—? E.Q=vd0 )

8°. ou des fommes de ces fortes de quantités, comme auffi des pré-
cédentes, & encore alors il y aura des différentielles {¢pa-
rables.

9°. ou des fraftions de ces fortes de fommes, & encore alors le
divifeur de la différentielle fera le quarré de celui de la fraétion
intégrale &e.

§. 9. Voila donc Pénumération des différentes fonctions algé-
briques, avec quelques fymptémes de leurs différentielles.  Ces ym-
ptomes fuffifent déja pour exclure un grand nombre de différentielles,
donr les intégrales ne font point algébriques. Mais, comme je n’ai in-
diqué ces fymptomes que fort briévement, il convient d'éclaircir, ce
que jen ai dit, par ufage qu'on peut en faire.  Je rapporterai donc
d’abord un théoreme trés connu, qui eft, gu’une difféventiclle, dont
Dintégrale eft algélvique, étant donnée, on peut y ajoiiter ou en fouflyaive
autant d’autres differentielles z'rszgraﬂr.’f: que I'on vondra, & la funime
ou le véfidu fera encore algébriguement intégrable ; & réciproquement,
cette fomme ou ce véfidu ne le fera pas, désgue la difféventielle propofee ne
I’¢ft point ; &enfin, cette difféventielle ne le fera pornt, dés que la fomine
ou le réfidu ne le Jera pas.  Ces théoremes font connus. Il 'y along-
tems qu'on en a fait ufage, foit pour fimplifier les formules, foir pour
les réduire a d’autres, dont la forme étoit ou connue ou plus traitable.

§. 10
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§. 10. Je ne m’arréterai pas non plus aux fonétions qui font fim-
plement rationelles, ni & celles ol il n’y a que des dignités fimples, ou
binomiales, ou enfin polynomiales de x, & ou tous les termes font ra-
tionels. Mais il convient d’éclaircir ce qui regarde les fractions ratio-
nelles.  Car ici jentens qu’elles ne foient pas fimplement quelque di-
gnit¢ d’un polynome rationel, puifqu'alors il eft trés poflible que le
divifeur de la différentielle ne foit point quarré. Du refte, ourre que
ces fortes de différentielles font trés connoiffables, il eft facilg de faire
en forte que le divifeur devienne un quarré, puifqu'encore qu’on ne
ptr pas le réfoudre en fes facteurs, pour voir lefquels ne font point
des quarres, il n’y auroit qu'a multiplier par le dénominateur aufli bien
le numérateur que le dénominateur de la fradtion différentielle propo-
fee. Voici maintenant le procédé pour trouver lintégrale routes les
fois qu’elle eft algébrique.

§. 11. D’abord, on démontre aifément, que sl y ena une,
ellc doir érre une fraction rationelle. Car fuppofons qu’il y entre quel-
que quantité radicale ou irrationelle, il fuirde N°. 3. §. 8. que cette
quantité entre aufli dans la différenticlle; ce qui feroit contre ’hypo-
thefe, puifque nous la fuppofons rationelle. Donc &c.

§. 12. Soit donc une fration rationelle
P
dy = — . dx
QR
ot je mets Q Q_pour le dénominateur, parce qu'il doit étre un quarré
rationel (§. 10.).  Que l’on faffe

y = = —+ conft.
Q
on aura
T o= Qdz =— 2dQ_
— QQ >
donc il fera

Pdy == Qdz — 2dQ,
équa-
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équation, qui doit &tre rationelle, toutes les fois que la fraftion pro-
pofée eft algébriquement intégrable. ~ Car Pdx, Q & dQ_font ra-
tionelles, parce qu’elles font fuppofées telles.  Si donc il entroit dans
la valeur de 2 quelque quantiré radicale, elle entreroit aufli dans d= (§.
g.). Donc il y auroir une fontion de x affectée de quanrités radicales,
égale 3 une fon&ion de x rationelle.  Ce qui érant abfurde, il s’enfuit
&c. On n'aura donc, dans chaque cas particulier, qu’a prendre de la
feric .- |
g — A -+ Br <4 Cx* 4 D«® + &
antant de rermes qu'’il faut pour ramener I’équation

Pdx = (Ez — de)

aux mémes expofans, & en faifant —— o les coéfliciens de tous les ter-
mes, on définira les cotfficiens A, B, C &c. Obfervons qu'il y aura
toujours plus de termes 4 faire — o, “quil 'y a de coifficiéns A,
B, C &c. a dérerminer. Mais néanmoins ces coéfficiens doivent fa-
tisfaire & toutes les conditions, fans quoi la différenticlle n’auroit point
dintéprale algébrique.  Enfuire, il fe peut que quelque coéfficient ob-
tienne une valeur arbitrairc, mais qui donnera toujours la conftante,
qu'il faut enfuite ajotiter, comme il faur 'asjotiter quand méme rous les
coifficiens font déterminés. Ce dernier énoncé eft clair de {oi-méme.
Quant au premier, on voit bien qu’il faut dans I'¢quation

Pdx — Qdz — 2dQ_,
mulriplier une {¢rie finie
Q:a—-}-é’x—i—yx’ -+ - - - - g,
par une {éric finie
de — 4+ B -+ 2Cx 4= - - - 2Nx""";dux,
& encore
4Q = fx = 2yx - - pmx™ T ) dx,

ar
p 9:;_.-"&—*—“.1'—-1-—(:.1'2-—}-—-&c_-,_,_l__)qau,

&
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& qu'il n’y a que les cotfficiens A, B, C &c. qui foient 3 détermi-
ner. Ilyena donc toujours moins, qu'il n’y ade termes 4 faire Z o.
Donnons, pour mieux éclaircir cela, quelques exemples.

L Exemple.

§. 13. Soir propofée la fraétion rationelle

dy — 4 = 16 — 3xx
(4 30t

il s’agit de voir {i fon intégrale eft algébrique, & en ce cas, quelle el
le eft? Comme ici le divifeur eft déja un quarré, on le pofera —=

QQ_, cequidonne

on fera donc

. dx;

= 4 -t 3xx:

ce qui donne
(4 4= 322)dz — 6zxdx

dy — *
= (4 + 3x%)°
On n’aura donc qu’a comparer les numérateurs, pour avoir I'équarion
(4 + 16x — 3xx) dr = (4 + 3xx) dz — Gz2xdu,
qui doit &tre rationelle. Oron voit que, pour ramener le focond mem-
bre de cette équation 4 la plus grande dimenfion de # dans lc premier
membre, il {uffira de faire

2 — A - B,

cc qui donne
dz — Bdx.

Ces valeurs étant {ubftituées, & en arrangeant tout fuivant les dimen-
{ions de x, on obtienr, en divifant par dx,
0= — 4 — 16x = 3xx
—+~ 4B — 6Axr — 3DBuxa,
Mén. de I' Aced. Tom, XVilL, Ll Cr
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Or, pofant == o chaque terme de certe équation, on voit Que le fecond
donne | A= —38,

le premier B — 1.

Et comme cette valeur (atisfait encore au troifieme terme, il s’enfuit
que la différentielle propofée eft algébriquement intégrable, & qu'il eft

z:—%-—l—x,
& parrant

g=((*=—13:(4 + 3xx) + Conft.
1l Exemple.

§. 14. Soit propofée )a fration rationelle

1§ — 3x2 — 2x* )
TEXTTL . s

il faut voir fi elle a une intégrale algébrique, & en ce cas quelle elle

eft? Comme ici le divifcur eft un cube, on pourroit en faire un bi-

quarré. Mais on peut s’en pafler, parce que la théorie de la différentia-
tion des puiffances nous indique qu’il {uffic de faire

dy —

P
J = (5 == 2ax)?’

afin d’avoir
(s -+ 2xx) dg ~— 82xdx
(s 4+ =2xx)? '
Et de 13, en comparant les numérateurs, on a
15 + 92 + 22 = (5 + 24%) dz — Szxdx

Or, pour ramener le fecond membre de cette équation i la plus haute
puiffance de = dans le premier membre, on voit qu'il faut faire

2 — A -+ Bxr 4 Cx? 4= Dux3
dea — (B 4 2Cx +_3Dx’) dx.

dy =

Ces
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Ces valeurs érant [ubftituées, & route réduction faite, on 1
0o — — 15 4 10Cx <} 3x% & =294
— 5B — 8Ax —— 15D¥?— 4C— 2D+
— 6Bx?.

Or, égalant tous les termes 4 o, le premier'membre donne

| B = 3,
le dernier D= 3.

Er ces deux valeurs farisfont encore au troifieme membre.

Enfin le quatrieme membre donne

C = o,

ce qui dans le fecond membre rend encore
A = o

Nous avons donc % = 3x = a3,
3L == x3

_'y.__<5 o }~ Contt.

11l Excmple.

§. 15. Traitons encore de la méme fagon la différenticile
dx

I xrx
Ici il faut commencer & changer le divifeur en forte qu'il foit un quar-
_ (1 4 xx) dx
— (1 4+ xa)*
%

& partant

dy:

ré, ce qui donne  dy
Pofant donc  y = T o a2’
' __ (1 4~ xx) do —= 22xdvr
il fera dy — el |
LIl 2 Donc
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Doric, en comparant les numérateurs, il fera
(1 4= xx) dxr = (1~ xx) ds — 22xdx

Faifant done 2 — A - Bx
dz — Bdwx,
il fera 0= =1 -+ ® — xx

= B =~ 2Ax — Buxax.

Et en faifant chaque terme égal 4 zéro, le fecond donne
A =0,
le premier B 1
Mais cette valeur ne fatisfaifant pas au troifieme terme, qui donne
B—=—1, .
il s’enfuit que la différcnticlle propof€e n’a point d’intégrale algébrique.
§. 16. Pour ces fortes de cas, on pourra toujours trouver la
valeur de y par une fuite infinie,” en pofant généralement
2 — A+ Bx 4 Cx?* -4~ Dx? = &c.
Et de cette maniere on obtiendra pour le cas préfent
‘o el _
B=1nD=%F=—+¢ H=-+ 3 &
E= G = 1= de =0,

ce qui donne

s = A (14 xx) x4 3207 4555 + a7 4 &
& partant
. x 2 = x? J AxT + &
y_....A + + T l;!‘+ xx?'! i

ce qui par la divifion aétuelle donne
YA x— a0 o jrt— Ja7 o &
Ia fuite Leibnitienne, qui exprime l'arc par k tangente.
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Mais, {i on vouloit traiter {ur le méme pied I'exemple

§ 17.
premier, on trouveroit
B= g
C =2 3A,
D B 2= F &= 05

I X —= 2xx
& partant y"TA+4—I—3xx - conft.

Formule finie, & qui revient a celle que nous avons frouvée.

§. 18. Ces exemples fuffifent pour faire voir, que les diffé-
rentielles, dont l'ingégrale eft une fraftion rationelle, n’ont aucune
difficulté.  On peut toujours & les reconnoitre & les trouver. J'a-
joute que, lor{que de femblables différentielles ont des coéfficiens indé-
terminés, cette méme méthode indiquera les conditions de leur inté-
grabilité. Mais paffons aux différentielles qui font affeétées de quan-
tités radicales. Je me bornerai d’abord & confidérer celles de la troi-
fieme claffe du §. 8, ceft a dire, celles ou il n'entre qu’une feule
quantité radicale, mais affectée de quanrités rationelles d’'une fagcon quel-
conque, puifque fans cela elle pourroit étre traitée comme on traite
généralement les puiflances.

§. 19. Or j’ai déji obfervé, qu’une femblable quantité radica-
le affeéte encore l'intégrale, quoiqu’elle y ait un autre facteur rationel.

Soit en général y=P.Q"n",

ou P, Q_font des fonctions rationelles de ¥; & nommément Q
une fonction telle, qu'on n’en puifle point extraire la racine » moyen-

nant une formule finie. Nous aurons donc
b ﬁ mn —
dy = Q° .dP+ﬂP.Q . QT rdQ.
= @ (P 2P4QY,
p Q
. Lll 3 Po-
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Pofant donc dy = Q™""~*' . dp,
on voir, que la quantité radicale peut étre levée quand on augmente
Pexpofant d’une unit¢ & qu’on fait
yi Qs
Et comme enfuite il ne refte plus que des quantités rationelles, on pro-
cédera de la méme facon que j’ai fair voir par rapporr aux fractions ra-
tionelles.  Voici quelques exemples, pour éclaircir cetre mérhode.
V. Exemple.
§ 20. Soir propofée la différenticlle
dx .
dy = 3
J (r + xx)3:?’
il s'agit de voir fi fon intégrale eft algébrique, & en ce cas quelle el-
le elt? Pour cet effet on voit que I'expofant de la quantité radicale

étant — 3 :2, il devient — 1: 2 lorfqu'on Paugmente d’une
unité, comme il faut le faire (§. 19.). Pofant donc

%
)=y (1 == xx)’
dz (1 4 xrx) — zxdx
(r == xx)3°? ’
Donc, en comparant les numerateurs, il eft
dr — (1 -+ xx) dz — 2xda;
ce qui fait voir qu’il fuffir de pofer

on aura dy =

s — A - Bx
dz — Bdux, -
afin d'avoir 0= — 1 .

T B 8 ==Brx

— Ax — Bxr,

ou
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ou bien 0o ——1 — Avx
-+ B,
ce qui donne A= o
B =1,
& partant g R

2
Y_V(I :.rx) + Contft.

§. 21. Sidans cet exemple on pofe pour ¢ la {uire
2 — A 4+ Bxr + Cx? 4+ Da? 4 &
on trouve en procédant de la méme maniere
s— A+x+ jAx? =FAx* 75 AN =iz Ax® | Ke
c’eft & dire g — 2 AV (1 = xx),

X X

& partant ¥ = T + A= e + conft.

V. Exemple.

§ 22. Soir propofée la différentielle
1—x+43x342xt 4+ 2x(1 4 xx)?°?

' N3:3 . d

(1 + xx)3
Ici on voit d’abord qu’en divifant, cette formule fe change en
I— x 4 322 4 224

GF a0 —+= 2xdax.
Or, la feconde partie érant intégrable par elle-méme, on n’a qu’a exa-
miner fimplement la premiere (§. 9.). Faifant donc
1 — x4+ 3x2 4 2x4

(1 + xx)3*?

x'

dy =

dy — dx .

dy = . A,

on
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on pofera (§. 19.) y — > (Iﬁ_*_ —
ce qui donne dq‘: (1 +(':? dxi :f‘rdj
Et en égalant les numérateurs, on aura
(1—ax 4 35* + 2x%) dor == (1 + xx) dz ~ zxdyx,
d’oll on voit qu’il faur faire '
# — A -4 Br 4 Cx* = Dux3
ds = (B == 2Cx ~= 3Dx*) du,
ce qui donne
O ==— I = & o= 335 -}~ & — 2x¢
= Bx? = 2Cx3 = 3Dx¢
4= B —}= 2Cx 4= 3Dx?
— Ax — Bx? — Cx? — Dut,

& en pofant chaque terme — o,

le premier donne B i
le dernier D=
Et ces valenrs conviennent auffi au troifieme terme. Le quatrieme
donne C —o
— ]

ce qui dans le fecond donne A — 1,
& partant * — 1 4+ x + x?

_ 4+ x4 23 1
1=y (1 + xx) 17—(1—11—;—_;)+x‘l/(:+xx),

& enfin

y:V(Ijr“) b &% == £V (1 4~ xx) — Conft.

V15
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V1. Exemple.
§. 23.  Soit propofé
dy = 3ax3 4 4x4) V (ax 4 xx) . dur.
Ici on voit aifément que certe formule revient a
dy = (3ax% o 437) dx V (233~ x4),
ce qui veut dire a
dy = 3d(ax3? - x*)3¥:?
¥y = % (ax - x*)3'* 4= Conft.
Mais retenons-la telle que je I'ai propofee
dy = (3ax3 - x%) dx V (ax ~ xx);
& comme l'expofant du radical, qui eft == §, devient == - #
lor{qu’on I'augmente d’une unité (§. 19.), on fera
Y= ¢ (ax = xx)%"?
ce qui donne
dy — dz (ax + xx)¥* + 2 (a+2x)V (ax + xx) dx,
ou bien
dy = V(ax + xx) . {dz (ax + xx) + 3 (¢ + 2x) 2da].
Comme donc I'une & l'autre valeur de dy peut érre divifée par la
quantité radicale, on voit qu’il fera
(3ax?® 4 x*) dx = (ax + xx)dz + 3 (¢ + 2x) =2dx,
& quenpofant 3 — A + Bx 4 Cax2 4 Dx?

dz — (B 4+ 2Cx 4 3Dx*)dx,
il fera, en fubftituant ces valeurs,
0 = * # ® - 3ax3 —~ 4x*

+ #Bx + 24Cx? 4 34Da?
+ Bx2 4 2Cx3 4 3Dx¢
+ $Aa + §Bax + §Csx? } §Dax3
+ 3Ax + 3Bx? 4 3Cx3? 4 3Dx¢,
Mém, de I’ Acad, Tom. XVIIL Mmm Ega-
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Egalant donc chaque terme & zéro, on obtient des trois premiers ter-
S A=B= Lo
du dernier : D=1}
Et comme ces valeurs fatisfont encore au quatrieme terme, la formu-
le fe trouve éure intégrable, & il eft
% =— 3x3
y = %x3 (ax+ xx)? * 4 Conft.
VII. Exemple.
§. 24. Soit propoﬁ.
a* + b2 4 242
V@ Fr V@ F ey
meque dans cette formule il y ait deux quantités radicales, il eft clair
néanmoigs qu'elles peuvent &re confidérées comme une feule, car

pour cet effet il n’y auroit qu’a multiplier Pune par Pautre.  On voit
aufli que la formule auroit pu étre propofée de la fagon fuivante:

Vi 4 8%) UGEED
xdx 4 :

AGEED) V(«* + 27)

car celle-ci fe réduit 4 la précédente, dés qu’on la réduit & un méme

dénominateur.  Or ici les expofans des radicaux font — — 3, &

en les augmentant d’une unité (§. 19.) ils {e changenten —~ §, de

forte qu’en faifant

y=s.V (@ 2.V ),

& en procédant comme dans les exemples précédens, on trouve

dy ==

dy == xdx;

8= f
y = V(@ 4 x2). V(* 4 »2)
VI Exemple.
§. 25. Il en fera de méme de la formule
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£ e (a2 + 2? - 24x2) .rd.r__‘
Y — Y a® o= x7) . (02 —=x2)3: %’
car encorc ici les radicaux fe multiplient, & le refte et rationel, e
forte qu'en faifant (§. 19.)

— 3V (a® 4= x?)
’ =@ ey

on trouve % — I.

IX. Exemple.
§. 26.  Soit propolé
ae® 4 zax? Al c)? 4 2049
V(e + x2) V(4 + x?)
e? —- b2 - 2x?
l o
V (2 + *x2) . (6* = 2?)
Ici on voit d'abord que le premier terme eft intégrable de (oi- méme ;
ainfi on pourra en faire abftraction (§. 9.). Dans le quatrieme rerme iy
a deux radicaux avec I'expofant — #, qui fe multiplient; il faur donc
quils fe multiplient encore dans lintégrale, mais avec I'expofant
—= % (§.19.). Mais comme une {emblable intégrale, telle que feroit
n= s V(P 22 V(B A ),
donne la différentielle
gy (P 20 1 1) dad s (A 4004w xd
1 — V (& + x%) . V (b® + x%) )
on voit qu’elle ne peut &tre comparée qu’au quatrieme terme.  Car

encore qu'on voulat réduire le fccond & le troifieme rerme au méme
dénominateur, ce qui dans cet exemple feroirt faifable , "le numérateur
{eroit

(ae* § 2220)V (02 $23) + (2 4 2620V (e2 4 22),
affeété d’une double irrationalité, & par conféquent incommenfurable

avec la différenticlle dy. - Jen corclus que, fi la formule propofé: eft
Mmm 2 algé-

dy

dy = z2acxdx +
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algébrique, chaque terme doit étre {éparément intégrable. Aufli, en
procédant comme dans les exemples précédens, on trouve

y=acx?* + axV (e* + x*) + cx V (4* + x3) —}=
V(* + x*). V(@ 4+ x*) + Conft.

ou bien

y = (a5 + ¥ (4* + #7)) . (cx + V(> + 57)) + Contt

X. Exemple.
§. 27.  Soit propofé

_ (30— sxx) dx
dy = (a2 4 xx)*:3

Comme ici 'expofant de la quantité radicale eft — %, en l'augmen-
tant d’'une unité il (e change en —— %. Faifant donc

gy =2 (a 4= xx)'’3

dy = dz. (s 4+ xx) + %zadx
— (a 4 xx)?'3 2

on aura, en comparant les numérateurs,

(38 4+ sxx) dx =— (4 = xx) ds -+ 3sadx,

& en faifant z — A -~ Br
des — Bdxr, |
on obtiendra © == — 3a ® —_— XX

—+ Ba # ~— Brx
- 3Axr — 3Bax.

Faifant donc chaque terme — o, il fera

A= o
Et le premier terme donne B = 3, valeur qui farisfait encore au
troifieme. D feradonc 5 — 44

y:gxa—l-x.r"' §.28.
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§. 28. Ces exemples peuvent fuffire pour faire voir, com-
ment il faudra s’y prendre dans une infinité d’autres cas. On voit que
certe méthode ferr tour 4 la fois, & 4 examiner {i une différentielle eft
algébriquement intégrable, & & en trouver l'intégrale.  On voit aufh
que cette méthode s’étend indifféremment 4 tous les cas ou la différen-
ticlle eft une ou plufieurs fraftions rationelles, & qu’elle y eft applica-
ble fans qu’on ait befoin de décompofer les numérateurs en leurs fac-
reurs fimples, comme on eft p'us @u moins obligé de le faire, lorfque
Yintégrale n’eft point algébrique. Mais, quant aux cas ou une différen-
tielle propofée eft affeétée de quantités irrationelles, on congoit aifé-
ment que ces fortes de quantités peuvent étre extrémement com-
pliquées & prolixes, quoique fans contredit I'intégrale doive pouvoir
étre trouvée toutes les fois qu’elle eft algébrique.  Et la différentiel-
le dans tous ces cas fera toujours compofée d’une fagon qui ne con-
vient qu'aux différentielles algébriquement intégrables.  Ajoutons
encore qu’il y a fort fouvent moyen d’affranchir ces f{ortes de formules
de lirrationalité des quantités radicales, ou du moins de les rendre
beaucoup moins compliquées. Comme c’eft 4 ’Algebre a trouver ces
fortes de moyens, on peut les préfuppofer dans le calcul intégral. Je
me bornerai donc ici 4 quelque exemple.

XI. Exemple.
§. 29. Soit propofé
1y — adx V (¢ + x2) 4+ bxadx
Y= VI ¥ &) axr + 6V (@ + #0)J
Comme ici la quantité radicale V' (¢ + x?) entre dans le radical

qui conftitue le dénominateur, ou pourra commencer a la faire difpa-

roitre, ce qui arrivera en pofant
gt —— o8
& = —

== 200
vé¢ —— 3
FE

. dov
Mmm 3 14

da —
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¥4 - c?

¥ e o ¥ 20U

; QX

Xax = T
Ces valeurs étant {fubftituées, & toute rédultion faite, onaura

a (vt — c?) —|—‘ (vt — c?) dy
b] '

T —

dy —
b= ]/[v" ﬂ—}_}%c’u‘. -

Voila donc la formule fimplifiée au point, qu’il n’y a plus qu'une feule

Pofons donc (§. 19.)

quantité radicale.
a — b
v ¥ u":],

s a4
y =32V = .U 2
& il fera
ds. [a+5 8 — Lo 442 |+ 23 (atd) v’ do—(a—2) P¥dv. 3
dy= =y
— = Z’ . y‘ ‘-2]
2
Donc, en comparant les numérateurs,
‘I_+'_ﬁ pa —— f__::._b . 04‘-2]
2

y4(ﬂ+b)du+c2(a-—lv)dv“‘d [
+ 22+ D)v’dv—a(a—1b)c2vidv.

Or on voit qu’ici il faut rabaiffer les expoﬁms du fecond membre de
cette équanon, pour les ramener aux mémes dimenfions que ceux

du premier membre, ce qui fe fera en pofant
m

Z_xa
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Car ce feul terme fuffir, puifqu'il n’y aura que deux comparaifons i
faire. Subftituant donc ces valeurs, on aura I'équation

o= — ¢* (a b) (a - 0) v*
_E_gm‘.n(ﬁ_é_). gﬁ;.(f_j;—__é.)u‘!

— mc?( a — b)) = 2m(a + b)vt.
Or, en faifant chaque terme —= o, le premier donne
m—_ 2.
Er cette valeur fatisfait encore au fecond terme, & partant Iintégrale
eft algebrique.  Nous aurons donc

I
% "
; b —
Iy = ;%3- v [* —i— vt : = ¢ v‘c’] ~~ Conft.
ou bien
= a¥ [5: Tt A 35200 o G
y =2 s 20V YY) i G

ce qui, en fubftituant les valeurs répondantes, donne
y = 2V [ax 4 ¢V (¢* -+ x?)] =+ Contt.

§. 30. uant aux différentielles, dont l'intégrale n’eft point
algébrique, il eft.clair qu'elles ne {e trouvent pas par la fimple diffé-
rentiation. Et a cet égard on ne fauroit en trouver des fymptomes,

ui non feulement les rendent connoiffables, mais qui en indiquent les
intégrales. Ceft furtout de ce dernier point dont il s’agir ici. Car
on vient de voir qu’en les traitant {uivant la méthode que je viens de
propofer, onreconnoitra toujours qu'elles font tranfcendantes, puil*
qu’en ce cas les coéfficiens A, B, C &ec. de la fuite

2 = A = Bx - Cx? 4= &c.
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ne fatisfont point a toutes les conditions. Or, comme ces fortes de
différentielles peuvent toujours étre rapportées 4 la quadrarure ou i la
rectification de quelque ligne courbe, ceft aufli de 1d qu’elles tirent
lgy}"{'iriginc. Du refte, on peut en trouver {ans penfer 4 quelque ligne
D NP s : ; : i

-FO“E-_!;% .ﬁ?lt qu’on en compoﬁ? a fa fantaifie, foit qu'elles fe préfentent
dans.qgé’fcﬁ:c recherche analytique ou phyfique. La procédure qu'on
a tenue a cet égard, me paroit telle qu’elle doit érre.  Entre ces diffé-
rentielles on en a choifi furtout deux efpeces, qui font des plus fimples,
& pour lefquelles on 2 des tables calculées. On comprend que je parle
des fonétions circulaires & logarithmiques. Cleft a ces deux efpeces
qu'on tiche de réduire toutes celles qui en dépendent. Mais, com-
me il y en a bien d’aurtres, il faudroit avoir plus de tables. Or ces
fortes de tables ne font pas fort commodes, quand elles doivent étre
faites 4 double entrée, comme le feroient p. ex. celles qu’on pourroit
en tour cas conftruire pour les arcs elliptiques, auxquels une infinité
de formules différentielles peuvent érre réduites. Les tables a fimple
entrée fuppofent des formules, qui ne varient que d’une fagon pro-
portionelle, lorfqu’on varie les coéfficiens, comme p. ex. la formule

ady — dx : V (6* 4 x4),
qui feréduitd ody = dxr =V (1 = 2*).
Mais ces fortes de formules ne font pas d’'un ufage fréquent, puifque
la plus grande partie des quantités radicales dérive de I'ufage du théo-

reme de Pythagore, & les formules les plus fimples qui en dérivent,
font déja redigées en rables.  Celles qui les fuivent fonrt de la forme

2 n2
v (5=5),
qui, cu égard au changement des fignes, comprend 16 efpeces, dont
ilyen a 7 d’une forme imaginaire, & 4 qui reviennent immédiatement
i la rectification de Pellipfe & de hyperbole.  Et comme on peut re-
garder y comme une fonétion quelconque d’une autre variable, il eft
clair qu’il y a une infinité d’autres formules différendelles qui en dé-

pendent. 6. 3.
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. 31. Comme donc, a I'égard de ces formules, tout ce qu’on
peut d’abord faire revient a réduire celles qui font plus compliquées 2
celles qui le font le moins qu'il eft poffible, il eft clair qu'il faudroit
avoir une efpece de lifte de celles qui font les plus fimples, & qui ne
dépendent pas les unes des autres.  Enfuite, en en dérivant d'au-
tres plus compliquées, il faudroit avoir égard aux {ymptdmes qui
s’y préfentent, & qui rendent connoiffables & la rcdufhblhté & la mé-
thode pour la rédution. ~ Mais, comme C’eft li un travail infini,
on voit bien qu’on peut fe borner du moins i ces formules qui font
d’un ufage plus fréquent..  Et ceft audli ce qu'on a fait, du moins en
partie, 4 Pégard des fon&ions circulaires, logarithmiques & ellipti-
ques, quoique la fagon de procéder n'ait pas tou_;ours eté fort méthodi-
que. Dans des cas particuliers, on s'eft mis auffi & examiner des inté-
grales qui promettment des différentielles, finon identiques, du moins
analogties 4 celles dorit on vouloir avoir{'intégrale.

§. 32. Les différentielles dont les intégrales font tranfcen-
dantes, c’eft i dire, non algébriques, peuvent érre diftribuées en quel-
ques claffes générales.

1°. Il y en a ol la variable elle-méme eft tranfcendante, mais qui
du refte {ont alg'ebnquemmt intégrables. Telle eft p eX. la for-

mule - ldy = 2 logx-d(logx):

" dont lintégrale eft -

y = (log x)* = Contt.
Il eft clair que ces fortes de d1ﬁ'erennel]es fe traitent comme cel-
les qui font algébriques. :

2° 11 y en a qui ne renferment que la quann’fé tranfcendante,
avec fa diff¢rentielle exprimée par la variable i Pegard de laquelle
la quantité eft rranfcendante.  Car il eft clair que ce qu'on nom-
me tranfcendant, ne I'elt que rélativement & yne autre quantité
qu'on a en vue dans le calcul qu'on fait. Telles font p. ex. les
différenticlles - ol I

Bém. de I Acad. Tom. XVIIL | Nag ay
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- dr
dy = 2. log ». oy

ds V{1 - %2) -

. a =+ {dz V(1 - 38)" -

" Blitore ces formules peuvent &tre traitées comme celles qui font
algébriques. Mais, dans celles de la premiere efpece, on fup-
pofe quon fache que dx : x eft la difiérentielle de log x, ou
qu’on puifle faire log ¥ == {dx : x. Onvoit qu'il en eft de
méme a Pégard de tous les cas ou la quantité tranfcendante a

L]

un nom particulier.

3° Il y en a ou la différentielle de la quantité tranfcendante eft
affeétée d’'une fonétion qu'on confidere comme non tranfcen-
dante; & dans ces cas il arrive fouvent que lintégrale n’eft pas
non plus tranfcendante. Telle eft p. ex. la formule

cof w . d w,
ol le cofw eft regardé comme non tranfcendant.  Or on fair
que lintégrale en eft
fcofw.dw — finw =4~ conft.
& que par conféquent elle n’eft pas rranfcendante.

dy =

4°. Ilyen a ou la quantité tranfcendante n’entre point elle- méme ;
et ce font précifément les formules qui, du premier abord, pa-

roiffent étre algébriques.  Cleft ainfi p. ex. que la différenticlle
dx
(1 4= xx)8:?
eft algébrique, tandis que la différentielle
dx
B e )
Y . V (1~ xx)
quoique plus fimple, ne l'eft pas. Ces fortes de différentielles
. I‘Pe'll-

dy =

d
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venlent étre fubdiviftes. Car il yen 2 dont Pintégrale eft une
. quagtieé mrﬁ‘emhua funplemeat telle, camume p. ex. :
de
dv = T—~r¢t
eft fimplement un arc de cercle.
| 5°. Il'y en a d’autres ol intégrale eft parelllqment une quantité
tranfcendante mais " affectée de quantités non tran{cendantes.
" Telle eft p. ex. la formule
ey dy 4 xdxr
e V (I — X I}L
dont l'intégrale eft
" g = Arc. finx — V (1 = xx) == conft.
Obfervons que c’eft par I'addition ou la fouftraltion que ces
fortes de quantités doivent fe trouver dans l'intégrale. . Car, fi

elles s’y trouvoient par la multiplication ou I divifion, la quan-
tité tranfcendante entreroit elle -méme dans la différentielle.

6°. Enfin il y en 2 d'autres dont Pintégrale eft affectée de quanti-
tés tranfcendantes.  Ceft ainfi p. ex. qu'il eft
+ b4

-[- 2 Arc.tang y + conft.

»©. Qutre ces efpeces, 11 Yy a encore une qui peut avoir des cas ex-
trémement compliqués.  Cleft celle ou une ou plufieurs efpeces
de quantités tranfcendantes, avec leurs différentielles affeliées de
quantités algébriques, ou exprimées & mélées de ces fortes de
quantités, compofent la différentielle. Telle eft p. ex. la formule

zdsz

dy = a +0ds. V(1 + 22)

2. Voila donc, ou peu s’en faut, 'énumération des prm-

cipales claﬂcs des formules dlfferqnuelles tranfcendantes, Ce que jai
Nnn 2 dit
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d:.t a V'égard des deux premicres, me difpenfe de les examiner plus au

" La troifieme clafle fuppofe que la différentielle de la quanticé
tranﬁ:endantc puifle étre exprimée par la quanute non tranfcendante
qui Vaffeéte; & alors cette claffe fe réduit 4 une dés fuivantes, qui
méritent un examen plus particulier.

§. 33. Pour cer effer,.j'obferve que chaque efpece de quanti-
tés tranfcendantes fe réduir i une formule, qui lui {ert de bafe & qui
peut étre confidérée comme la phus fimple en (on efpece. Telle eft p.
ex. la formule

qui eft la bafe de toutes les différentielles logarithmiques, " Toutes les
autres en dérivent par la voie des fubftirutions.

§. 34. Suppofons donc qu’une efpece quelconque de tiuanti-
tés tranfcendantes ait pour bafe la différentielle

ds = Pdux,

ou P eft une fonétion de x, que je confidere ici comme a]gebnque
Suppofons de plus, que dans cette différentielle on fubftime 3 x une
fonction algébrique quclconque de z, que je nommerai Q_, de forte

qu’ll {oit Q.
Faifons encore dx = Rds;

Il eft clair que la valeur Q_doit érre {ubftituée dans P, & que pour
dx on pofera Rdz. Or, comme Q_eft fuppofé étre une fonétion al-
gébrique de 2, il eft clir que fa différ:ntielle Rdz préfentera les
fymptdmes que j’ai rapportés ci-deflus (§. 8.). Ml eft clair auffi, que
ces fymptdmes doivent en emporter d'autres, par la {fubftitution qu’on
fait de Q_— x dans P, & par la mulkiplication qui (e fait enfuire
avec Rdz —— du. Sip. ex. Q eft une quantit¢ rationelle, Rdz le
fera aufli; & partant il n’y aura, dans la formule qu'on trouve, d’autre
irrationalité que celles dont P pourra ére affedtée. Mais, fi P eft ratio-
nelle
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nelle & Q itrationelle, R le fera aufli, & alors il ri'arrive qu'en cer-
tains cas, que la multiplication dont je viens de parler, faffe entiere:
ment difparoitre cette irrationalité.  Mais je me borne ici 4 faire ay
moins entrevoir, qu'il y 2 moyen de rendre plus connoiffable la réduc-
tibilicé des formules tranfcendantes compliquées, 4 d’autres qui le font
moins, ou i celles qui leur fervent de bafe. -Du refte, il eft bien vrai,
que chaque efpece de quantités tranfcendantes demande des recher-
ches plus particulicres, & que par cette raifen il faudra {e contenter
de les entreprendre a I'égard de celles qui ont le plus d'ufage. Ceeft
ainfi p. ex. que fi, au lieu de différentier chacune des efpeces de fonc-
tions algebrlques rapportées au §. 8, on prend les différentielles de
leurs logarithmes, on trouvera des {ymptdmes qui les rendent plus
connoiffables.  Le logarithme d’une fraction étant la différence des lo-
garithrnes du numératedr & du dénominateur, fa différentielle peut
toujours étre féparee en deux autres; qui font indépendantes 'une de
lautre.  De méme, le logarithme d’une quantité radicale eft un mujgi-
ple du logarithme de la quantité comprife fous le radical; & routes
les fois que cette quantité eft rationelle, la différentielle du loganthmc
de la quantité radicale le fera auffi. . Ercomme, en général, le logarith-
me de tout ce qui {fe multiplie ou fe divife, -fe décompofe, il en eft de
méme de fadifférentielle; & il eft clair que par-la elle fe fimplifie confi-
dérablement. Mais il arrive tout le contraire lorfqu’il s’agit du loga-
rithme de la fomme de deux ou de plufieurs quantités. Chacune au-
roit fa differentielle (€parée des autres (§. 8. N°. 4. 6.). Mais, pour
avoir celle du logarlrhme, il faut les divifer toutes par la quamlté
dont le logarithme doir érre difféerentié.  Car il eft

dP 4+ dQ + dR + &c.
~dlog(P+Q + R + &c) = pi ((fi R i&i-

Si donc P, Q , R ¢éroient des fraftions ou des racines, leurs différen-
tielles le feroient aufli; & en ce cas il eft clair, qu’en réduifant toute
la différenticlle 4 une méme dénominateur, ce dénominateur fera réfo-
luble en faéteurs, & qu'entre ces facteursil y en auraun, dont le lo-

Nnan 3 ga-
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garithme fera Vintégrale.  Ainfi le moyen de trouver fi une différen-
ticlle eft celle d’un logarithme, n’ad’sucres difficultés que celles qui naif-
fent de la recherche de ces fatteurs. Car il arrive aufli, que par de
fimples réductions le principal faéteur difparoit. Cleft aini p. ex. que
la différentielle

o dr :

= Vatesy

n’a plus dans fon dénominateur le fateur ¥ = V(1 + xx). Pour
le lui rendre, il faut la transformer en

P dx .-r_'t'l/f[-{—x_.x_-z
Y=V GTD) * =V 0 4 %5

ce qui donne
q _dr X axdx:V (1 4 xx)
)= "% =V + xx)
& partant

y =log (* =V (1 - x%)) = Conft.
Quant aux arcs de cercle, on a

Arc tang (PQ.) :_‘fpio:’__l—[”%gﬂ

dP d
Arc wig P+Q) = [ oo G

Si donc P, Q_font des frattions ou des racines, on voit qu'en rame-
nant la différentielle 4 un méme dénominateur, ce dénominateur fera
réfoluble en facteurs, & qu’entre ces faéteurs il y en aura un de la for-
me 1 4+ X2, de forte que X fera la tangente de I'arc qu'on cherche.
On trouvera de la méme maniere, qu'il eft

dP d
Arcang P+ log (Q+R) = f—5p +f%{“§—}3,

& que cette différentielle ¢rant réduite 3 une méme dénominateur, ce
dénominateur fera réfoluble en facteurs, & qu'entre ces fateurs il y
: en
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en aura vh de Ia forme 1 4 PP, acunamdchfomq+ﬂ+ &e.

qui indiqueéraat lintégrale Qu'il s’agit de trouver. Cependant il arri-
ve encore dans ces fortes de cas, que les principaux fa&eurs difparoil-
fent par la réduction. Cela arrive p.ex. dans Ia formule

dr
dy ==
| V)
qui veut étre propofée de la forre:
= dx (x + x4)3°%

qY ==
)= Gy Ve T T T =
Mais, comme je ne rapporte tout cela qu’en forme d ‘exemples, pour
€claircir ce que jai dit fur la méthode du Calcul mtégral, je paflerai
maintenant a confidérer la cinquieme clafle. ;

' §. 35. Jairapporté i cette Clafie Ies differentielles dont lés
intégrales font partie tranfcendantes, partie algbrigues. Ceft ici ou
les fymptomes dont je viens de parler, feroient plus comphques Ce-
pendant ce que j’ai dit 4 'égard des dénominateurs peut y étre égale-
ment appliqué. Mais le grand point eft de {épater la pastie tranfcen-
dante d'avec celle qui eft algebnq‘he ‘Il eft clair que par féparer, je
n’entens pas fouftraire d’'une formule tranfcendante une algébrique
quelconque, mais en fouftraire ce qu'll y a d’algébrique, de fagon
que la partie tranf'cendante, qui refte, foit purement tranfcendante.
Jai déja remarqué que, dans 'intégrale, ces quanrités {e rrouvent {€pa-
rées par les fignes 4 & —. (§. 32. N°.5.) Et par cette raifon
la {éparation peut nt.ce[ralrement avoir lien. Or elleeft aflez facile, tou-
tes les fois que ces parties {¢ trouvent déji {€parées dans la différentiel-
le, & qu’elles font connoiflables d’elles-mémes.  Cleft ainfi p. ex. que

dans la formule

f(dx—-l~—— _x—[—log.r-—l—-conﬁ
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il 0’y a plus rien i {€parer, tout comme réciproquement dans la formule
| 2 — [(xe*dx —— e*du) == xe¢* —= conft
on ne fauroit rien {éparer, i moins qu'on ne faffe
log (3 = conft) == & == log w.

§. 36. Ils’agit donc ici des cas oW la féparation peut avoir
fieu, mais ou elle n’eft pas fi facilement connoiffable. Or la méthode
employée ci-deflus pour les intégrales algébriques, peut encore ici
étre employée avec fuccés. C'eft ce que quelque exemple ferz voir.

_ | XIL Exemple. -

§. 37. Soit propofé |
I 4= 2% == 4¥x

V (1 == xx) SRR
il Sagit de.voir fi cette formule a quelque partie tranfcendante, &
quelle elle eft? Pour cet effet pofons (§. 19.) =

y=z.V (1 4 xx)
Ry s de (1 + xx) + zxdx
) — V {1 == xx) .
& nous aurons
1 = 20 = gxx == ds (1 = xx) = zxdx,
ce qui fait voir qu'il faut faire
2 — A -} Bx
dz — Bdax.
Er en fubftituant ces valeurs, il en réfulte, toute réduction faite,

dy =

. da;

O I === I = 20X — 4XX%
~+ B -4~ Ax == 2Bxx:
or, en pofant chaque terme —— o, le{econd terme donn
A= 2 ' ‘
ce
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ce qui fait voir que daas la diff¢rentielle propofCe le fecond terme
‘axrdx ' -
_ Vit #2)
eft une des parties algébriques. Voyons s’il en eft de méme des deux
autres termes.  Or le premier donne

B == ¥ |
mais le troifieme donne B = 2 '

& ces deux valeurs n’étant pas les mémes, il s’enfuit qu'en effer il v
a dans la formule propof¢e une partie ranfcendante.  On voit encore
qu’elle dérive du coéfhicient, foir du premier, foit du dernier terme.
Car, en changeant ces coéfiicicns en forte qu'ils fatisfaflent a 'une ou i
I"autre valeur de B, que nous venons de trouver, on obtient les deux
formules .
I + 218 4 2rx

VT oo
2 4 22 4 4xx

: — . dux,

V(1 + xx)
qui font ‘algébriquement intégrables, en ce quil eft
pour B — 1, v = (2+4+ %) V(14 ax) + conft.
pour B=12, w=_2+42x)V (1+xx)+ contt.
Mais, comme il eft

dv = . dy

& dw —

P 2xxdy
b 8 V {ia)’
dx
e 1 -
e = V(14 xx)’
il eft clair qu'il fera
xxdx

— (C+x) Vtxx)+ 2 f]/(x g + conft.
Mén. de T Acad. Tom. XVIIL Ooo &
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& y== (2 +:x)1/(1+xx)-—fy(:1': o + conft.

1l eft clair aufli que, tandis qu’on cherche Tl'intégrale qui air la partie
rranfcendante la plus fimple, il faudra s’en tenir a la derniere.  Du
refte la différence ne confifte qu’en ce que

eft un felteur,

dx
S V(+ax)
rxdx
& 2
f V(4 xx)
de 'hyperbole équilatérale. On voit donc par cette fagon de procé-
der que, dans la formule propofee

r—]-—-z.r—!—-q..r.r.dr’

un fegment

V="va 0
le fecond terme 2xdx
V(i—4=ax)’

eft tout 4 fait indépendant des deux autres, & qu'il ne les rend ni plus
ni moins tranfcendans.  Cela fuit de ce que le coéfficient A a une va-
Jeur décidée. Mais les deux autres termes font mélés de quelque quan-
tité algébrique, de forte que, quand on fépare cette partie, la partie
tranfcendante fe réduit 3 un feul terme.  Er c’eft tour ce qu'on peut
faire, a moins qu’on ne fubftitue & x quelque fontion d’une autre
variable, qui réduife la partie tran{cendante @ une forme encore plus
fimple, ce qui ne furoit fe faire quen la ramenant & une forme ra-

tionelle.
XIII. Exemple.

§. 38. Soit propofé .
x¢dx

O e e
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il s’agit de {éparer de cette formule la partie tranfcendaate qu'elle pour-

ra avoir. Pour cet effet faifons -
"= 2zV (1 — xx),

(1 — xx) dz — zxdr

V (1 — xx)

dn —

’
& nous aurons i
x9de = (r = xx) dz — zxdy,

ce qui fait voir qu’il faut pofer

s — A - Br 4 Cx* 4 Dx? 4 Ext 4= Fuxs,

ds == (B4 2Cxr—+3Dx* 4—4Ex3=sFxt)dux
Et comme, au lieu de la formule propofée, nous pourrons d’abord
prendre

dy — Qdxr 4= x*dx - (1 — xx) dz — z.xdx,
V(1l— xx) V(i — xx)
ot Q eft une fonction rationelle de x lorfqu’en effet il y a dans la
formule propof¢e quelque partie tranfcendante, mais qui devient — o
lorfqu’il n’y ena pas, nous aurons I'équation
(Q + x°) dr = (1 — xx) dz — zxdux,
qui, en fubftituant Jes valeurs de 2 & de dz, donne
Q =+ B 4 2Cx -+ 3Dx* 4 4Lx? - sFx¢

— Ax — 2Dx? — 3Cy3 — 4Dx*—

sExf — 6Fx% — 9,

& il s'agit de voir fi, chaque terme étant pofé — o, les cotificiens A,
B - - - F fe déterminent en forte que Q_devienne également == o.
Car on voit qu'il y a 7 termes a faire —= o, 2ulieu quil n'y aque 6
cocfliciens A, B - - - - F a4 dérerminer, & que par confiquent la

fonétion Q_doit fournir lc fepieme, lorfque les fix ne farisfonc pas 4
_ Ooo = tou-
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toutes les condirions. Or le fecond, le troifieme & le cinquieme tex-
mes donnent les trois équations

sE = o

4E — 3C — o

2C — A = o
Et comme dans ces trois équations il n’y a que les trois inconnues E,
C, A, on voit que leur valeur eft déterminée en ce qu'il eft

Bioe = A2 B

Il n’en eft pas de méme des quatre autres termes, qui fourniffent les 4
équations B—o

3D — 2B = o

sF — 4D —= o

1 ~= 6F == o,
ot il n'y a que trois inconnues. Or, comme les trois premieres de
ces équations donnent B == D == F == o, & que cerre valeur de

F ne fatisfait pas & la quatrieme, il eft chir qu’on ne fauroit faire
Q_— o, mais qu'il faur donner 4 Q_une des quatre valeurs fuivantes:

= Jx%
cé qui en méme tems déterminera la partie tranfcendante, dont la dif-

férentielle dy eft affetée.  Or, comme il s’agit d’en trouver la plus
fimple, il eft clair qu’il faut retenir la premiere de ces valeurs. De I

nous aurons les quatre équations
B—ua
3D — 2B~

(o]
o)



sF — 4D — o

1 4+ 6F o,
qui donnent
F=—% D=—&%F B — i o,
& partant

= — (¥x + §47 —+ #9)

x.s
1= — (x4 18 o= D) V(= xa)
Mais il eft

dx
}] :.}' + afV(I —— .t‘x)’
donc il fera
— -5 dx
“ ﬁif'l/(l — xx)
+ Gix + S5x 4 32°5) V(1 = xx) + conft.

ou bien

—-y:-—4— Afc. fin. x 4

bl -I--- 3 4 —x-‘)]/(! + xx) + conft.
2.4. 6
§. 39. Sila dlﬁ'erentlelle tranfcendante qu’on voudra trai-
ter de ccrre manicre, eft enelle- méme la plus fimple, alors il eft clair
qu’il n’y a rien 4 {¢parer, & en employant cette méthode on trouve-
roit, ou la formule elle-méme, ou une autre plus compofée. Enfuire,
il convient aufli d’abferver que dans cette méthode il ne fe fait point
de fubftitution, parce que le réfultar qu'elle donne eft exprimé par la
méme variable x, qui enire dans la différentielle dont on veur épa-
rer les quantirés alg¢briques & tranfcendantes.  Cela fair aufli, que la
partie tranfcendante qu’on trouve, peut quelquefois étre partagée en
d'autres qui {ont beaucoup plus fimples, ou du moins d’une origine
plus fimple.  Mais, ordinairement, il faut alors employer des fubftitu-
Qoo 3 tions,
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tions, ce qui arrive furtout lorfque dans la différentielle propofée il en-
tre des quantités radicales.

XIV. Exemple,

§. 40. Soit propofée la formule
dx
- "

V (e oz &)

Cette formule paroit étre la plus fimple en fon efpece. Elle ne left
cependant que dans un petit nombre de cas, on elle donne fimple-
ment un arc de cercle, ou un logarithme, ou enfin, dans le cas de » —
o, la quantité rationelle x. Dans tous les autres cas, clle peut-ére dé-
compofte dans ces trois {ortes de quantités, & par la clle n’eft ni fim-

ple, ni d’'une efpece tranfcendante particuliere ou primitive. Cela de-
mande des fubftitutions. Failons pour cet effet

dy =

1
X el —
%
dy — — é!-?,
%%
& il fera
dz
sl d.}' : L ],_]
sz .V (1 = —)
ou bien
—dy = di .
% .V (2" = 1)
ou enfin
—_—dy — = ik

I aifons encorz



2'?! : U!I -: I}
& il fera
vn-—-:dv
— dy : 3
" g

fraction rationelle, qui peut étre décompofée en quantités circulaires
& logarithmiques, encore lorfque #z eft un nembre rompu.

§. 41. Voilaa peu prés ce que javois a dire pour indiquer
Pulage de la méthode que je viens d’expofer.  Je me fuis borné 4
'appliquer a des exemples faciles, parce que mon but n’étoit pas de
donner une lifte de formules intégrales que chacun pourra trouver en
employant la méthode elle-méme. C’eft a cela que les précepres du
Calcul intégral doivent aboutir; & ceft anffi & quoi aboutiffent les ré-
flexions générales que jai rapportées. Je ne laifferai pas cependant
de faire encore mention d’une autre méthode, qui me paroit mériter
"atrention des Géometres. Voici a quoi elle revient. '

§. 42. Suppofons une formule intégrale, p. ex.
g2 = x V (a* 4= x?);

il eft clair qu’on peut lui donner la forme de deux variables, on

faifant p. ex.
z =y V (a* + %)

s =x 7V (a* == x3)
&e.
Car, en fubftituant dans ces expreflions la valeur y = a, il cft clair
quelles feront la méme que la formule propofée.  Différentions
maintenant ces trois formules, & nous aurons

__(a* ~4—2x%) dx

dﬁ-—--,/(az _+_ 24.3)

dz
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(@* + x?) dy + yxdx

de =
: V (a® + a%)

ds — andx + }xydx + Frxdy
' — V (dl + x-y) — .

1l eft clair que ces formules font les mémes en faifant y — .  Mais
il eft clair aufli que les deux dernieres auroient pu étre dérivées de la
premicere, indépendamment de l'intégrale. Or je dis qu'en failant ces
fortes de {ubftitutions d'une cerraine fagon, on peut rendre Pintégra-
tion plus facile. Cleftainfi p. ex. qu'en ne regardant, dans la premiere
partie de la {econde formule, que I'y variable, fon intégrale cft

3V (a* == x?) — conft. X.

Kt cette intégrale ¢rant différenti€e en ne regardant Que I'x variable,
donne

yxdx L dx

-V' (an + xa) k] ]

Seft a dire, en faifant dX = o, la feconde partie de la méme for-
mule. 1l eft donc clair qu’il eft

& — yV (a* == x*) — contft.
ou bien 3 caufe de y = ¥, | ‘
2 = xV (¢ 4+ x*) —= contt.

§. 43. Dans cette fagon de procéder il n’eft pas néceffaire de
pofer précif¢ment ¥ == y; on pourra faire x ¢gal & une fonction
quelconque de 3. Cleftainfi p. ex. qu'en faifant

xh ==
la formule différentielle
(@ 4= 2xx) da
T TV (a* =~ x?)

peut
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pett étte-chafgte en _
dg. = (@0 9) dx 4= frdy
- ¥ «® ) ’
dont l'intégrale fe trouve, comme du premier coup d’ceil,

z — xV (a* -~ y) = conil.

ou, en remettant la valeur de y,

z — x 7V (a® 4= x?) -~ conft.

§. 44. Mais j’ai dit que ces fortes de fubftitutions veulent étre
faites d’une certaine fagon. Ce n’eft pas quieles ne foient faifables f{ui-
vant toutes les combinaifons poffibles. ~ Mais la-grande ‘condirion eft
de les faire en {orte que la formule- a’deux- variables qui en réfulre,
{oit une différentielle complette.  Cela n’eft gueres, ou point du rout
faifable, toutes les fois que la formule n’a point d'intégrale algébrique.
Mais, quand elle en a une, on peut le faire en une infinité de manieres,
de forte qu’alors il ne s’agit que de trouver une fubftirution telle, qu'clile
rende non feuleinent la différenticlle a deux variables complette, mais
la fimplifie encore pour ce qui regarde lintegration.

§. 45. Or on fait qu'une différentielle 4 deux variables,
comme p. ex. celle du §. 42.
dz = dxV'(a* 4+ 3 -+  xdy
2V (e + )
eft complette, lorfqu'en différentiant le falteur de dx fuivanty, &
le facteur de d y:fuivant x, on obtient le méme réfultar
dx . dy dy dx
VE ) Vet
de forte que par ce moyen on peut TOl]jOllI'S receqinoitre, {1, par la {ub-
ftitution qu'on a faire, on parvient a une différenticlle complctte ou

non. Il eft clair aulii que pour y réuffir, on peut pofer au lieu de -,
M#n. de I Acad. Tom. XVIIL Ppp une




une fon&ion de ¥, & méme de y & &, dont les coéfficigns & les ex-
pofans foient indéterminés, & qui fe déterminent enfuiite par cetre fe-
conde différentiation.  Mais il faut néceflairement laiffer du moins
un x, fans fubltitution, parce que fans cela on n’auroit ni plus ni
moins que la méme formule, & qui {eroir encore plus compliquée.

§. 46. Cette méthode peut encore étre envifagée d’une autre
facon. Car, en confidérant p. ex. la formule

iz — (a* -~ 22x) dx
TV (ea + xx)
comme P'élément de I'efpace d’une ligne courbe, on peut confidérer

celles qui s’en déduifent par I'introduction de y, comme autant de dif-
férens ¢lémens d’un folide.  Cleft ainfi p. ex. que dans la formule

rransformée (§. 45.)

dz == dx V' (s* ~}y) -+

xdy
2V (a* 4 y)’
le falteur ou multiplicateur de la premiere partic exprime 'aire de la
fetion du folide qui fe fait le long de la droite y. Le produit

dx V (a* — y) donne donc I'élément du folide le long de certe
droite. De la méme maniere, I'autre partie

xdy
2V (a* =+ )
donne I'élément du folide le long de la droite x, parce que D’aire de la

feftion, qui {e fait le long de cette droite, y eft multipliée par I'épaif-
{eur infiniment petite dy. Enfin, {i la différenticlle eft eomplette, on

aura (§. 45.)

dy . dx
ddzs — 5
2V (a* ~+ )
Pélément de ces deux élémens, c’eft a dire, un parallélipipede dont la

balceft — dx . dy & lahauteur = 1: 2 V' (a®> 4 y). Mais,

fila
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fi la différentielle n’eft pas complette, alors au lieu de cuber un méme
folide, on en cube deux, quin’ont point 'élément dd s commun, puif-

que la hauteur du parallélipipede eft différente.  Et il eft clair qu’alors
il faudroit retrancher ou ajouter la difference d¢ la hauteur des deux

parallélipipedes. ) :
§. 46. Suppofons p. ex. qu'en failant ¥ == y, on change
1a formule
di == (aa 4+ 2xx) dr
= VG a0
dans la fuivante
dlz; __ (2% 4= xx) dy 4~ y_)'dx
= TVE
La premiere partie différentiée fuivant x, donne le parallélipipede
ddg — xdxdy

— V(a® + x*)
& la feconde partie différentiée fuivant y, donne le parallelcp1pedc

« — 2ydydx
dds' = V@ + )
Or ces deux parallélipipedes n’¢rant pas le méme, cela fait voir que la
différentielle transformée n’eft point completce.  Intégrons néanmoins
ddz fuivant y, & dd=' fuivant x, & nous aurons les parties qu'd
faut ajouter i la differenticlle d% pour la rendre complette. 1l fera
donc

yydx
(@* — -r’)

dd = V@* + 4% + 3

yrdx .
t Va® + x2) 2"id‘yf'l/(«:"'_'-{- x3?)’

Ppp 2 ce
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ce qui donne
d
= yV (aa = 2x) — yy f}_, (ﬂf ) — conil.

Or la partie que nous avons ajourée & ds cft
yxdx . dx
Vie + ) 2y =5y

Et comme nous avons le choix d'y placer y au lieu de x, nous le chan-
gerons en

yyds dx
Vie 7 T WYy ey
dont l'intégrale eft

f dx
}}r V-I:#’ _I_ .I..Jl
c'eft i dire, celle quiil faue retrancher de ¢ pour avoir
» =y V(e + x*) 4 conft. = 5V (a* + x*) + sonit.

Mg-



