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OBSERVATIONS ANALYTIQUES.
PArR M. LaMBERT (%)
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S ¥, Une fonclion quelconque de deux quantités variables x, y, étant ex-
primée ou difpofée en forte qu'elle foir égale a zéro, ou & une
quantité conflante, ou enfin a une autre fonction quelconque de y, il sagit
de déterminer x, ou une fonclion quelconque de x ou de x, y, pary, au
moyen des différentiations. Voila un probleme d’une généralité peu com-
mune, & dont la folution paroit promettre de nouveaux progres 4 I'Analyfe.
Cependant c’cft cette méme généralité qui m’engage A en renvoyer la folu-
rion vers la fin de ce Mémoire. La bonne méthode veut qu’on aille du plus
fimple au plus compofé.  Cleft le chemin qu’on fuit ordinairement dans les
découvertes qu'on fait, & la plus grande partie des Lecteurs aiment fort
qu’on les conduift de la méme maniere.  Ils veulent d’abord s’accoutumer
aux petites difficultés avant que d’en venir aux grandes. Cela eft tres-
naturel. Par-1i ils fe trouvent inftruits fans qu’il leur en coute unc
attention extraordinaire.  Mais aufli, ordinairement, ceux qui veulent leur
fairc part de leurs découvertes n'y trouvent pas trop leur compte. Car
outre que quelquefois les premiers commencemens de ces découvertes
font tels, qu’on aime mieux les cacher, une théorie qui commence par ce
qu'il y a de plus abftrair, & de plus général, produir plus d’admiration &
en impofe d’avantage.  Avec tout.cela il y a des cas ol cette derniere ma-
niere de procéder cft préférable au récit plus ou moins hiftorique de la dé-
couverte, & cela arrive toutes les fois qu'une théorie eft le réfultar d’une
nouvelle combinaifon des principes les plus fimples & les plus élémentaires.
§. 2. Ce n'eft pas 1a le cas de ce Mémoire. Je regarde la théorie des
fon&ions comme une chofe dont on n’a encore que des parties ifolées. . Je
dirai peut - étre une aurtre fois fous quel point de vue je Penvifage, 1l fuffira

(%) Ce Mémoire a été lu dans le courant de 'Annéz 1771,

Nouy. Mém. 1770. Ff
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ici dapprocher de la folution générale du probleme que je viens de propofer,
en paffant par les degrés intermédiaires, c’eftd dre, en réfolvant d’abord
quelques cas plus fimples. Cleft dans cette vuec que je commencerai par
celui qui m’a fourni la premiere occafion de faire ces recherches.

§. 3. On fait qu’en cherchant les racines d’une équation, foit en td-
tonnant, foit par approximation, on commence quelquefois par déterminer
les limites de ces racines. La méthode s’en trouve dans plufieurs livres élé-
mentaires.  En la repaflant jobfervai que par une efpece d'approximation
ces limites pouvoient ¢tre de plus en plus reflerrées, au point quen conti-
nuant Popération, la plus grande ou la plus petite racine fe trouvoit comme
d’elle-méme.  Jen fis I'effai fur les équations du fecond & enfuite du troi-
fieme degré, en faifant dans cette derniere équation le fecond terme — o.
Les féries qui exprimoient une des racines éroient fort {imples, & je vis
qu'elles confervoient la méme forme lorfqu’il s'agiffoic de la racine d’un tri-
nome quelconque

ax 4 bx — d-

§. 4. Jcfis entrer ces remarques dans un Mémoire {jui {e trouve dans
le-troifiemie Veolume des Acla Helvetica, imprimé ¢n 1757, en me bornant
cependant & expliquer la méthode par 'exemple des équacions du fecond
degré.  Fajoutai néanmoins que de¢ la m¢me manierc, pour un trinome
quelconque de la forme o

X4 px = g

on trouve la fuite

o — i m . m i m o= 1, m I Tm—32, Am+$1
x=gip—gr it m gt Tt e g P
' gm—1 A" T2 hme—y.pim4 1
+ m.— 9 P
__.m.sm-j."-m—n‘.sm_g.g’"‘—'ﬂp‘“*’
2. 3 4 7
6m—1 6m—2 6Em— me— _
+m.__r_t bm : 3. 4'g6m $:P6m+l
2 3 4 5
— &ec.

Enfin je fis voir que tout autre trinome
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ax 4 bx — d
peut étre ramené 4 la f'ormc

4 px = g
de deux manieres, & qu’on trouve toujours deux fuites, dont 'une eft né-
ceflairement convergente. ;

§. 5. En 1764, quand jarrivai 2 Berlin, je fis remarquer ces fortes
de féries 2 Mr. Euler, comme méritant quelque attention. JLa démonftra-
tion étant fupprimée dans les .Ada Helvetica & n’ayant pas mes papiers avec
moi, je me mis A la retrouver, ou A cn trouver une autre plus fi imple.
Pour cet effet je donnai au trinome la forme '

o — x" — a x — p

& en faifant ufage des formules de Newton pour les fommes des dignités

des racines je trouvai fans peine
R Iomlm o __2nm N

(¢ =@ 4 na—="p 40 TH g mn
+n.n+I—-Bm‘n-f-‘l'—'Sm.‘an-—-;m.P;
2 3
+n‘n-i.[—4m-n+ﬁ.—4m.n-‘rﬂ.-—-im.an--a,mpz
2 3 4

+ &c.
(rtr = a4 (a4 1)+ " 4 &

Or en divifant cette derniere {érie par la premiere, je trouvai
r—am-4 1

fartr a—*—-!‘d +"' 'ar--:mpn

fa"
r—}ﬂ!-‘—! r—'3m+= P o— m
+ I = - 3 o a 3 P'
r_4m+r.r—4m+2.l’—4m+3‘ r—4m _4
+ P 2 3 4 4 P
<+ &ec.
el
de forte que la férie ne change point de forme lors méme qu’au lieu de la ra-
cine x, on cherche une dignité quelconque x.  De la il réfulte fans peine

&

.y

cncore

Ffa’
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lOg(%) —pa—"4 ’_‘_“_ij_mpa_a-—;m -+ l-,-;.3m 2—3m -P;a_su
3 '
+ I_4m-1_4m03“4m-p‘a“*'
2 . 4
. + &'Cc - i
pulfque Pexpreflion

x—a,

fe change enlog (x:a) lorfqu'on fait r —— o. Il en réfulte encore,
qu’ayant une équarion quclconque.
y—=dAx+4 Bx' 4 Cx™ 4 &c.
on n’a qu’a faire
E=—Ada" 4+ Ba -4 Ca |} &c.
pour avoir

d€ gt ——
y o= R p +1da P a +‘5~C-
_’_E(I__m)}):a:-—-:m

& par conféquent une fontion quelconque de x.

§. 6. Mr. Euler de fon cocé ne laifla pas de donner quelque attention
i la formule (§. 4). Il en trouva une démonftration, qu’il me dit étre
fondéc immédiatenicent fur la pature des équations, & il 'étendit encore aux
quadrinomes de lu forme

o —x"4ax"4+ x4 ¢

ce qm, d’aprés ce que je viens de dire, n’eft gueres plus dlfﬁmle. Mais on
n’a point de peine A fe figurer que la férie, qui pour les quadrinomes & en
général pour des polynomes quelconques doit donner ure puiffance & enfin
une fonction quclconque de x, perd beaucoup de la fimplicité qu'a celle
qwon trouve pour les triromes.  En cffet cette féric pour les trinomes eft,
comme on vient de voir, fi fimple, qu’il femble qu'on devroit pouvoir en
trouver la fomnie, & par conféquent une expreffion finie de la racine du tri-
nome. Cleft aufli ce qui m’avoit principalement porté A en parler A Mr. Euler.

§ 7. Il'ya quelqucs -années -que Jen parlai parclllcmcnt a Mr.de la
Grange, en lui communiquant la férie qui pour le trinome exprime une di-
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gnité quelconque de la racine.  JFajoutai que Mr. Euler avoit trouvé une
{érie femblable, quoique plus compofée, pour les quadrinomes; que j'igno-
rois quelle voie I'y avoit conduit, & que probablement il feroit inférer dans
les Commentaires de Pctersbourg un Mémoire qu’il avoit compofé fur cette
maticre.  Mr. de la Grange trouvant ces recherches dignes de fon artention,
s’appliqua i traiter cette matiere dans une trés grande généralité, en confi-
dérant d’abord un. polyname quelconque. Il en réfulta pour un trinome
dela forme
a — x 4+ @x — o
la férie trés-fimple & trés générale _
Yp=dx+Px. Vx4 d'(t):"h
ds, E LRV d3. r).J=x
+ ::'.(Q; d x:p + 2 (f 4)df3
-+ &c.

oll P & ¢ défignent des fon@ions quelconques, p une des racines du trino-
me, & ¢ x = d¥ x:dx, & ol aprés les différentiations il faut changer x
en «. Ces recherches accompagnées de plufieurs autres fe trouvent dans
les Mémoires de PAcadémie de 1768, & en 176 9. Mr. de la Grange en fir
encore unc heurcufe application au fameux probleme de Kepler.

§. 8. Voild donc la partie hiftorique de ce que j'ai & dire. 1l fera
tems de revenir & mon tour fur cette matiere. Pour cet cffct je retourne

au trinome |
ax* 4 bx* = d

auqucl on pcut toujours donner la forme plus fimple
2= g - & '

ce qui pour une puiffance quelconque x* donne

xu:ga_'_”gn—_lxn_*_ n.ﬂ__I .?"_'3 x“'_’“-f-&c.

-
Or en {ubflituant dans le fecond terme de cetre fuite la valeur

X" =g mgt T m-m_l~g"_=‘x"?‘—[—&c.

3

on a

Ff 3
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X"=g 4-ng" "t am A s n.m.= I.g"_'3 it &,

_i_n.(r: l) n-—-:. :.m+n‘ﬂ-—-l n—a-iagn_gxgm_*_&c.

& en fubftitvant dans le troiﬁcmc terme les valeurs x"', x*™on a
-!‘":‘.g“+ug““‘+"+ nmg "™ L n.m.m g""'“”" xm -4 &ec.
= —1I =1
+n. "‘“‘”"—]—n.]’1 amgtT A L &,

-+ n.m_.m— - g irmxrn &e.

-+ n. ol "'_3'29”“‘33""‘—]— &c.

De 1a méme maniere en fubfticuant dans le quatricme terme les valeurs de

x®, &M, 3%, ena
—=¢4ng~ "4+ nm. g"h‘"’“” + nmm ¢g*3+I" L &c.
-t n = ""’*“""‘—f-n."_t.zmg““'”;"'—{—&c.

—LyTI e &,
+IZ n—I n—-—zq,l‘_g_,_;m_j_&c.
-+ &ec.

En continuant la méme opération pour les termes {uivans, & en faifant la
rédu&ion des cocfhiciens, on aura

ne=1-42m

— gt ngt—ttm n- et =—2+1m
q g = v
‘n—l+3m.n—1+3m. Rom 3 43m
+ 7 = 3 g
~+ &c.

§. 9. On peut encore, apres avoir trouvé de cette maniere quelques-
uns des premiers termes & par conféquent 1a loi de la progreflion des expo-
fans, fe fervir de la doctrine du retour des fuites, en pofant

=G AT BT k)

pour avoir
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(=t i LB gprm 4 b

n

+-—AddpnTr &

an

— ?m —_— l::‘. » ol — &Cr

& pour déterminer les coéefficiens

A — a

_ n—1 4 2m
B = n. =
&c.

§. 10. Paflons maintenant au trinome
: Yy —x — 9Px
ol @ x défigne une fonction quelconque dex. Cetrinome, quoique beauconp
plus général que les précédens, eft encore affés fimple pour qu'il puiffe fuc-
céder immédiatement.  Encore rien de plus fimple que la facon de le con-
ftruire. Soit A M la courbe dont les ordonnées P M repréfentent la fon&ion
¢ x répondante A l'abfcifle 4 P — x. Qu'on fafle AB—y, & en tirant la
droite I3 M fous un angle de 45°, I'interfeltion de cette droite & de lacourbe,
qui fc faic au point M, donnera cn mémetems P M — Px & AP — x.
§. 1r. Cette conftru&tion eft imple & dirette. Jen ajouterai néan-
moins une autre, qui donne x & ¢ par approximation. Pour cet effet je
remarquce que du trinome propofé
Y=y + ¢=
on trouve fans peine
x=y+P(y+ @y + ¢(y + &c.))) &c.
Cette firie indique les opérations fucceffives qu’il faur faire & qu'on peut
encore faire lorfque la fenction @ x eft donnée par des expreflions littérales
ou numériques.  Voici comment on procede  la conftruction. *
§. 12. On fait fucceflivement
AB =% ce qui donne Bb—=9%y
AC=y+Q@y .. ..... Cc=d(y+Py)
AD=y+ Py + Py) . . Dd=P(y+P(y+Py))
&ec. &e.

PLIIL Fig.t.
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De cette manicre on aura, en achevant les re&tangles,

Bb = Cy =B —qy

Ce _DJ—DB"“CP(.Y—I-CP.Y)

i— Ee —EB=¢(y+P(y+Py))
c
§. 13. Comme donc de cette fagon y — A4 B eft traitée comme une

abfcifle de la courbe .4 M, & que l'ordonnée Bb — @ y y répond, on
peut d’abord pofer

BP — Ay
de forte qu'on ait

AP —x " y 1+ Ay
Or on fait que tand:s qu'une abfcifle y fe change en y -+ 4 y, Pordonnée
répondante QP y fe change cn

¢y+ay d@r ot (ay)?- d"?r_l_ v

2dy
Mais par la conﬁru&lon ou auffi par le trinome propofé on a
Ay —Tx—y = Px
& Pordonnée répondante & I'abfcifle y -} a y eft parcxllcmcnt ¢x—=PM.

Ainfiona

Px =Py + 2= d"”_;_(:ﬁi)f._“’__‘?,z_[_ @ L0y 4 o

2dy? 2.3dy3
ce qui, au moyen de la reverﬁon des fuites, donne

CPx:qDy_}.i(_M,i_d__ﬁ_d(cp”_a ¢ (@)t + &c.

“ady 2.3dy? :.34dy3

Et comme on a

X =y + ®x

on trouve également

- _J,_i__q)y_l_ (@Y)z + d? (@J’)’ + &ec.

2ady 2.3dy?
& par conféquent

(xdy =Lfyy-41ydy+(9y) + T2k + &

2.3. d
§. 14. Pour trouver enfin une fon&ion quelconque xL x, foit la
courbe 4 N Q welle qu'a chaque abfciffe 4 P —— x réponde l'ordonnce
. P Q
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.

P Q = ¥ x. Donc i labfciffe 4 B — y répondra 'ordonnée BN —1{y.
Aiofi, comme ci-devant, on trouve pour abfcifle

AP:x:y+ay

I'ordonnée répondante

PQ—vx=1ty 21507 "‘I” . Aaat oy . e

':'l.t:'._y2

Mats nous venons de trouver
d(Pry)* 42 (@y)?
Ay —Px =
fubﬁituant donc cette valeur, & faifant les reduéhons neceﬂéxrcs, on aura

_4'}(—{—4” dfh_'__ d((Qy)?.dyy) 4 dz((@f?*"'*d\h)_i_ &c:

2dy? 2.3dy3
Ce qui cft la méme fenc que Mr. de la Grange a donnée dans les Mémoires
de 1768. d'une maniere extremement différente de celle dont je viens de
faire ufage.

§. 15. JTai promis de ne m’approcher de mon dernier probleme que
par degrés.  Ainfi je pafferai A confidérer un trinome tant foit peu plus
compliqué. Le voici:

sE=ar ek
Dans ce trinome ¢ &£, * £, x » défignent des fontions quclconques de &
& n Le probleme eft: Une fonclion quelcongue de & étant égale a une
méme fonction de n, plus une autre fonction quelconguede £, exprimer une
troifieme fonclion quelcongue 11 & par y, au moyen des différentiations.

§. 16. La folution de ce probleme n’a aucune difficulté.  Car on n’a

qu’a faire
b e = AP
xn —y — AB
& on aura
ef — BP — PM — ¢x — Px&
Yx = ¢xé — né,

Or comme nous avons (§. 14.)

'JJ-T_'L}’—f—(P( ‘“PI _]_‘i(‘:'f;"'2 d‘J'Y)+&c

2dy?
Nouy. Mém. 177Q. Gg
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il o'y aura qu’a faire les fubftitutions requifes, pour avoir

bup=guy f Sredne) | ${@s0 dywal y 4

d(xn) 2 (dxg)?

Or
1,!1 x — 1
Pr = ¢
on fera encore ces fubftitutions, & la férie qu'il s'agiffoit de trouver fera-

ng—nns 4 gn.dmn +d[(e_’l)’-dﬂﬂ_'_d“["ea3-dﬂn]+&c_

dxn 2 (d xn)? 2.3.(d xn)3
Il faur cependant obferver qu'en fuifant les différentiations indiquées dans
cerce formule, ce n'eft pas d # mais d y —— d (x 7)) qui doit écre prife pour
conftante.  Cela faic qu’il vaur mieux lui donner la forme développée

né=rn4 “(a‘.;) +#@ 2] ((2)
> (en) d(d—n—f) dx
NG Rl
b1y L () 0 b s
e g (duu> d(li:)'du” + &c.
+ Ler. d[d ("””) d”] den. 4 &
-+ &c.

ol aprés chaque différentiation un d » difparoit, ce qui ramene toujours le
calcul aux différentiellcs du premier degré.
9. 17. Dans le cas du trinome
*E = a4 ¢&

que je viens de réfoudre, il n’y a que deux efpeces de fon&ions qui font
x & e.  Cleft ce qui rend ce cas encore fort particulier. Pour le rendre
plus général, il faudra y faire entrer une troifieme fon&ion A, pour avoir
le trinome

xE " Ay - e

& le probleme fera:  Une fondion quelconque de ¢ érant égale & une autre
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fonction quelcongue de £, plus une fonction guelcongue de n; exprimer  ou
une fonction quelcongue de £ par n, aw moyen des differentiations. Mais il
n’eft pas néceflaire de réfoudre ce probleme, tel que je viens de I'énoncer.
Car on voit d’abord qu’on peut faire
An = xf — ¢& — Y¢
puifque la différence de deux fonétions de £ eft elle-méme une fon&ion de &.
§. 18. 1l fuffira donc d’énoncer le probleme tout fimplement de la fa-
con fuivante: Une foncion quelconque de x étant €gale a une fonclion quel-
conque de y; déterminer x ou une fonction quelcongue de x par y, au moyen
des différentiations.
§. 19. Ce probleme peut d’abord étre ramené au précédent.  Car
foit I'équation propofée
VE = xn
¢lle fe transforme fans peine en

v = xn+ (x& — &)
2 —VE = ¢é

on aura -
v —xn 4 ¢&

ce qui eft la formule dont je viens de donner la folution.

§. 20. Néanmoins il ne fera pas inutile de réfoudre 'équation propofée

Y x

plus dire&ement. Confidérons pour cet effet ¥ x comme une ordonnée
P M d’une courbe A4 M, Vabfcifle étant 4 P — x. Faifons 4 B — y,
& lordonnée répondante fera B b — ¢ y. Soit enfin lintervalle BP —ay,

nous aurons

-

& en faifant

y +ay =
Or l'ordonnée répondante A iabfc:ﬂ'et!’ y—+ ay = xfera
- — Ay.dyy (bJ’) ddyy —_
PM—=4{dx—=1vy+ + Nr"’ 4 &c. = An.
Faifons pour plus de briéveté
Ay—dyydy __
ity
’ Gg 2



236 NoOuvEAux MEMOIRES DE LUAcADEMIE ROYALE

& nous aurons

— (Ay)?.dddy (ay) .3y
Y =AY + ady.dyy + 2.3.dy2.dy + e

ce qui au moyen de la reverfion des fuites donne

— (cy)?.dddy 3 3(d2dy)2—ddy.d3y.
2Y =X 2dy.dyy —'—(o‘y) ) 2.3.(dy)2.dy?

oy DAY —10.ddy.d? §y.dd Py (dy)?-ddy
(;y) ' 2.3.4.(d¢y)3.dy3
-+ &c

§. 21. Orayant oy onn’a qui faire
=y + &y

pour avoir x.

§. 22. Mais quand il s’agic de trouver une fon&ion quelconque de x;
foit certe fontion @ x — P ), on aura pour l'abfciffe y — AB, Tor-
donnée BN — @y, & & l'abfeifle y 4+ a y — x, répondra Pordonnée
P Q — ¢ x, deforte qu'on avra

Cpx S— q_)y _f_ Ay- d@_}-—]’_ (ﬂf)z'dz@f_'_ &ec.

2 dy2

ol il ne refte plus que de fubﬂ:zcucr la valeur de a y, que nous venons de
trouver, ce qui peut fe faire, foit en général, foit lorfqu’on aura déterminé
A y dans les cas particulicrs auxquels on veut appliquer ces formules.

§. 23. L’équation

T A = dw

ayant, comme on voit, toute la généralité quelle peur avoir pour le cas ol
les deux variables font féparécs; nous pourrons, fans faire de faur, paffer
au cas ol les variables ne font point féparées.  Voila donc le probleme que
yai annoncé au commencement de ce Mémoire.  Jexpoferai d’abord la for-
mule générale dont nous aurons befoin, & qui, indépendamment du pro-
bleme en queftion, peut érre d’ufage dans plufieurs autres cas.

§. 24. Soit z une fonclion des variables x, y. Que z fé change en
2 -} Az, tandis que x, y Jéchangent enx - a x, y 4 ay. 1l sagit
de déterminer 2 -\~ A z par X, y, au moyen des differentiations. On prévoit
aifément que pour parvenir a ce but, la fen&ion 7 doit étre différentiée de
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deux manieres: d’abord en traitant x de variable & y de conftante, & pour
ces fortes de différentielles jemployerai fimplement la lettre d; enfuite en
traitant y de variable, & x de conflante, & pour ces fortes de différentia-
tions jemployerailalettre 4. Ce qui étant fuppofé d’avanee, voici la formule:

= Ax.d (ax)?.d? g ;
tt+ar=¢ + S 4 BTt L oga
Ay.3d AzAy.dd (Ax)2 . Ay.d2J |
+ o + d.rydy : + 3:d12y.d_v : + &e.

(A Y)2 3-2 A (& NZ. ds\z (ﬁ:)’.(ﬁy)z.dzszf
+ Tady? + x.2dy? + 2dz2.2dy? T Ge.
(ay)3-d%¢

Ax. (A?) dd37 | (A2.(Ay)3d233;
+ 2.3dy7 +dxﬂ. 3.dy+1dx’.2.3.d;3+&c'

-+ &c. 4+  &c. - &ec. -+ &c.
Dans cette formule d x & d y font conftantes.

§. 25. Cette formule eft enticrement analogue a celle dont jai faic
ufzge ci-deflus, & qui découle de la préfente dés qu'on fair, foit a x, foit
ay, — o. Alorsil ne refte que Ia premiere celonne verticale ou la pre-
micre {iric horizontale.  Mais en la prenant dans toute fa généralité, on
prévoit fans pcine que les calculs ol il faut en faire ufage deviennent confidé-
rablement plus longs.

§. 26. Soit maintenant Péquation

Sy = ¥ (x, y)
c’eft A dire, une fonition quelconque des deux variables x, y égale & une
fonction quelconque de y; 1l s’agic de déternminer x ou une fonétion quel-
conque de x, oude (x, y), pary, anmoyen des différentiations.

§. 27. Obfervons d’abord que fans déroger 4 Puniverfalité de ce pro-
blecme on peut fuppofer @y —— o. Car P'équation propofée fe change par
unc fimple tranfpofition en

o — v (x,y)— Py
& il eft clair que la différence entre une fon&ion de x, y & une fonétion
de y eft toujours une fondtion de x, y. Je retiendrai néanmoins P y.
Mais comme cette fon&ion déternmine le rapport entre x & y, qu'il eft plus
A propos dc laiffer indéterminé, 1e poferai plus généralement '

¥ Cx: J’)

Gg 3
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afin de pouvoir donner 3 x & y des valeurs quelconques indépendamment
du rapport que I'équation

Py = v (x5
+£tablit entre ces deux variables.
§. 28. Comme donc 1lsag1t ici d’une fon&:on de deux variables, ce

n'cft plus une ligne courbe, mais unc furface courbe qu'il faut confi derer,
entant que par cc moyen la Iblution du probleme devient plus claire.  Je ne
deffinerai pas une femblable furface. 1l fuffira d’en marquer les points qui
entrent dans le calcul, & de préfenter aux yeux les abfcifles & les ordon-
nées répondantes.  Soit donc Pune des ablciffes x prife fur la droite A P,
de forte que A P — x.  Soit prifc Iautre abfciffe y fur la droite 4 Q, de
forte que A Q — . Qu'on acheve le rectangle ou le parall¢iogramme
AP R Q, &fur R foit érigée 'ordonnée R M, qui répond aux deux ab-

{ciffes x, y; on aura
RMaY(xy) =Py =1
§. 29. Enfin jobferve quen général les féries tiennent lieu d’approxi-
mation, furtour lorfque la fomme ne fauroir étre exprimée par quelque for-
mule finie, ou qu'on aime micux faire ufage de la férie elle-méme. Voici
3 quoi aboutit cette remarque.
§. 30. Qu'on prenne plus ou moins arbitrairement fur les deux axes
les abfciffes
AB = £
AC — »
& qu’en achevantle parallélogramme .4 B D C on éleve furle point D l'ordon-
née D N, de forte que V {oit un point de la méme furface courbe. On aura
DNz= {E; )
Faifons pour plus de briéveté
DN =—¢
& il eft aifé de voir que { — ¥ (n, &) doit étre traitée ici fimplement com~
me une fon&ion ¢ des deux variables 7, & prifes arbitrairement, de forte
qu on ne fauroit pofer { — ¢ 7, A moins quon ne fafle cn méme tems
— y & § — x; ce qu'il eft inutile de faire, avant que par la folution du

probicmc on n’ait déterminé x pary. .
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§. 31. Nous aurons donc
AP=ad =t AL
AQ—=y—n 4 an
RM—7;={+4+2a7=0y =4¥(x,¥)
& par conféquent au moyen de la formule générale (§. 24.) T
Py=g={+a=¢ + "“ﬁ;f 4 9%%2;16 4 &c.
Andd ra Af-an.ddf 3 (A8)2.an.d23¢ + &

+ d qaz { E E a. { d£3 dng- 3 e
(Anm? AF.(Am3. d 3 (AE)'& (Ay)2.d4282¢ |
i3 rdy® T df.2dy* F 2df%.2dy? + &e.

+ & 4+ &c -+ &ec. + &ec.

§. 32. Or comme il s'agit de déterminer x orr une fon&ion quelcon-
que de x par y, il eft clair que y étant donnée, & » pouvant étre prife 2
volonté, an —— y — » ne dépend que de la détermination arbitraire de 7.
Il n’en eft pas de méme de A § — x — £. La détermination de 4 £ influe
tres-cilenticllement dans la folution du probleme. Pour y parvenir il faut faire

A —x—Yy
ce qui emporte encore I'égalité
& =Y -

& par-13 4 £ & # font déterminés, en forte qu'il n’y refte plus rien d’arbitraire.
§. 33. Aprés cette remarque.on voit que 4 £ eft la feule inconnue qui
entre dans la férie du §. 31.  Cela fait que pour abréger nous pouvons lui
donner la forme toute fimple
{=A4B.a¢ +C.(aéY 4+ D(aé) 4 &e.
en faifant ‘
(& n)%.32

A= ¢ 4 4dC | BTCL s
B:de_,_ﬁadt;'{_'_&':-

dE d’}é’

A y.d?
o ad.§=+ 2df? . d,+ e
&c.

de forte que tous ces coéfficiens 4, B, C &c. font donnés par les différen-
tiations indiquées dans les féries répondantes. ;
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§. 34. Ayantdonc la férie
{_.CP}’_A+B Al 4 C.(aé) 4 &¢.
on trouvera A £ au moyen de la reverfion de cette fuite, ou bien 4 £ fera
exprimée par une {éric ou il n’y entre que les quantités données @ y, A,
B, C &c. & dcs Coefﬁmcns numériques. Et comme ona
Zy4-4ag

on voit que la valcur de x fc trouve-enfuite fans peine, y & a £ étant connues.

§. 3s5. Mais fi autien de x il fauren déterminer une forition quelcon-
que qui foit 1 x, ce probleme ne fera plus que linéaire. On chercherad’abord
cette méme fon&ion répondante A Pabfcifle £, qui fera 11 £; enfuite on aura

Ar.d A
| HI—HE—'— E HE"*-(EA,E ﬂg_f_&c

ou il ne refte plus qu'a fub[htuer la valevrdea £, quicft toute trouvée (§.3 4.)

§. 36. Eofin fiau lien d’nne fonion de x il sagifoir de déterminer
une fonéion de x, y, quifoic 1 (x, y), on voit aifémen: que randis que
y eft donnée, cette fon&ion peut Cire traicée comme 1 £, Mais traitons-la
néanmoins plus généralement. Pout cet eflec on cherchera dabord une
méme fon&tion pour les abfciffes £, », quifera —n (¢, »). Enfuite on
aura par la formule générale (§. 24. )

Ag.dm(
n(x:}')"—n(Eg ”)+ < EE ") —I—&C.

an.0TI(&,n) AF. Ay dOTI(E n)
4 T -+ ¥ -+ &c.

+  &e. +  &c. + &ec.
oh il ne refte plus qu'a fubfltituer la valeur trouvée de a £ (§. 34.)

§. 37. Taiconfervé dans ce calcul la quantité arbicraire n. Il convient
maintenant de remarquer qu'en faifant» —— oonaasr— 1y, & encecas d«
défigne la différentielle initiale, que le point D tombe en B, & que les dif-
ferendelles & ¢, ¢° ¢ &c. doivent étre prifes en conféquence. Du refte les
expreflions ne s’abregent point par la. *

§. 38. Mais en faifant» —y, on aan = o, cc qui pour la valcur
7(§. 33.) donnela {¢rie toute fimple

=11 "—“%ig-i- LOL + &

& par 1 le calcul s'abrege trés- confi dérablement. L §. 39.
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§. 39. Aprés avoir fait voir la folution du probleme des fonctions de
deux variables, je pafferai briévement fur ce que je pourrois encore dire.
Car d’abord il eft clair que dans ce calcul y n’eft regardée comme variable
qu'afin qu'on puiffe traiter x de variable, & qu’ainfi au lieu de y on peur re-
garder comme variable un coéfficient quelconque de I'équation propofée, &
par la on trouvera pour l'inconnue x les différentes valeurs qu'elle peut avoir.
Enfuite on peut auffi fe figurer le cas de deux équations

o =¥ (x, y)

o—=nu(x, y)
qui pour renfermer les deux inconnues x, y, peuvent étre réfolues. On re-
gardera d’abord x, y comme variables, & au moyen des différentiations on
trouvera deux valeurs de x, puifque chaque équation en fournit une. De
cette forte, en chaffant x, il ne refte plus que l'inconnue y. Pour la traiter
de variable on regardera encore comme variable quelque coéfhcient, qui foit
— a. Ainfi on aura une équation

o = & (y, a)
& on parviendra au moyen des différentiations & déterminer y par a & les
autres quantités connues des deux équations propofées. J'ajouterai donc fim-
plement, que Ia facon de traiter les fonétions de 3, 4, ou d’un nombre quel-
conque de variables, n’a pas plus de difficulté, mais bien plus de proxilité,
que lorfqu’il n’y a que deux variables.

§. 4o0. Il refteroit peut-étre a donner quelques exemples. Car quoi-
que les problemes dont jai fucceflivement donné la folution foient de telle
natuere que ceux qui précedent font renfermés comme des cas particuliers
dans ceux qui fuivent, & qu’ainfi ils puffent tenir lieu d’exemples, ce ne feroit
néanmoins qu’a certains égards. Car les folutions que j'en ai données font
toutes différentes les unes des autres, parce que pour chacun de ces proble-
mes j’ai tiré la folution des circonftances & des conditions qui lui font parti-
culicres. Er ccft ce qu’il convient toujours de faire.  La plupart des métho-
des générales n'offrent, pour ainfi dire, que des poflibilités générales, dont il
fuffit d’abord d’¢tre affuré une fois pour toutes. Mais au contraire, quand il

s’agit des cas particuliers, il arrive affés fouvent que cctte aflurance de la pof-
Nuuv., Mém. 1770, Hh
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fibilité, ou n’eft pas fuffifante, ou ne conduit pas par le chemin le plus ceurt.
Ainfi il refte toujeurs 2 voir fi les circonftances, les conditions & les données.
qu’on trouve dans chaque cas particulier, ne fourniffent point des facilités,
qui pour ¢érre particulicres, ne faurcient entrer dans la méchode générale.

§. 41. Pour rapporter néanmoins quelques exemples, jen choifirai un
qui revient affés fouvent. On fair que lorfque dans le calcul intégral ou dans
Papplication qu’on en fait & dcs cas particuliers, on cft parvenu & f{éparer les
variables, on regarde le probleme finon comme réfolu, du moins comme fort
fimplifié, parce qu’alors il ne refte plus qu’a trouver lintégrale de deux diffé-
renticlles, dont chacune ne renferme qu’une feule variable. L’équation A
laquelle ia fépararion des variables conduit eft en général

f(xy} dy == f(ﬂr.r) d ¥
Cetre ¢quation n’étant qu'un cas particulier du probleme du §. 20, elle nous
fervira d’exemple.

§. 42. Pour ceteffcr nous navons qu'l faire les fubftitutions requifes qui fant

(Ay) = i(xg) dy
(¢x) = (7 x) dx
& par conf¢quent _
(dy) =1(zy) dy
d(vy) = (my) dy
ddyy = dy.d(7y)
d? yby — d)’-dz(”‘")f)
enfin '
ey — (RY—!L-1 dy — fxydy i fyy.dy X
d (‘b ¥y Ty
Toutes ces valears érant fubftiruées, & toutc réduion faite, il en réfulte
€§. 20.21.)
- ey dy—fxy.dy fey.dy—Tmy.dy\,; d (=zy)
— + w Y ( wY ) ' ??J:_d.;
4 (f:&- Ay —(my. dJr)i 3(wy) —my. . d®my
2.3.(my)*.(dy)*
fxy. dy - ff.ry.dy ¢ 15.(dwy)d —10. 7y doy.d?®wy+(my)?.d2 oy
+( D ENChE
—+ &c.

.l'
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Dans cerre formule, comme dans la formule générale (§. 20.21.), dy eft
conftante.

0. 43. Certe folution fuppole l'intégration {x y. dy & (7y.dy toute
faite, ce qui n’eft pas toujours facile.  Mais rien n’empéche d’avoir encore
recours A la différendiation, en faifant

— y*.d(xy) y3.d%(x y) J"' d3 (xy)
fxy.d}'___]f"‘y 2.dy + 2.3.dy? 4d;3+ Bc.

y*day) , Y& (=xy) , & (xy)

fry dy —y.7y e +1.3.d33 .2'3‘*_’:1;-3--{— &e.
Ce qui, en pofant
Xy — 7Y — §Y
donne
— 2d(ey) 3.d3 (gy)
{xy.dy —fry.dy —y.ey ‘deiy +]1.3d(_f: &ec.

§. 44. Cert exemple comprend tous les cas ol dans une équation dif-
férentielle les variables x, y peuvenr étre {éparées. Mais quand elles ne peu-
vent pas I'éere, alors ceft au prebleme du §. 2 3. qu'il faudra aveir recours.
On voit bien qu'au licu des fon&ions @ y, & { = ¢ (n, £)(§. 31), on
aurafPy.dy &v(+,£&)d &, d7, & qua moins qu'on ne fafle sy —o
(9. 38.) il faur différentier ¥ (y, £)d &, d» de deux manieres, favoir en
ne fuppofant que £, & en ne fuppofant que » variable, comme l'indiquent
les leteres d, ¢, employées pour cet effer (§. 24.)

§. 45. Les ¢quations dont il s’agit ont en général la forme

o =(Py)(ex)fy(x,y)dx—{fu(x,y) dy -+ conft.
lorfque les différentielles font du premier degré.  On pourra toujours com-
mencer 2 les diffcrentier, & on aura en général

dy
i — % (xs J‘)
ou réciproquement
=Gy
Mais au moyen de la {érie de M. Jean Bernoufli on a

- . x, x;:.dz! T,y
(4, y)dx = xd (x, ) —Z2blon) g 220 00) 4

adzx

Hh 2
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Or en differentiant on trouve

Y (=, V)_a'(x y)_!_‘r(’sy)df =

dx
& en fubftituant la valeur
d
;i_E = % {x, J’)

LY — o (x, y) (0,30 (5, Y) =¥ T 1)

& de la méme maniere on trouvera

d2 J (r, d - .
':"E: Y) — ’J’d(x y) (x’ J')
&e.

De cette forte I'intégrale fera
rIz ’ 13 "

(¥ (x,yddx=x. 4 (x y)——F ¥ (o)) + - ¥ (x, ) — &
c’eft A dire, exprimée par une férie oltil n’y entre plus ni différenticlle ni intégrale.
§. 46. On procedera de la méme maniere A I'égard de l'intégrale

T 2 x
fLi(x,_y')dy:y.H(x,_)r) yy.-do(s,y) yd&nk.y &c.

~ady 2,3 .dy>2
en fubftituant aprés chaque différentiation la valeur
dx
‘G i A C'x: Jf)
& on aura
fn(x,y)dy —y. n(x,y)—-— o (x, _y)-}- A n”(x y) — &ec.

& de cette maniere P'équation
0o =Py —e¢ex—fY(x,y)dx 4 fn(x, y)dy
n’ayant plus ni différentielles ni intégrales, pourra étre traitée fur le pied de
Péquation
Py = ¥ (x, y)
‘du {. 26. afin que x ou une fonction quelconque de x ou de (x, y) foit

déterminée par y. .
Ao Er?ﬁ
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