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SUR
L.ES IRREGULARITZES

du mouvement de Saturne.

PArR M. LAMBERT.

L

. Halley voyant que de quelque maniere qu'il tichdt d"accommoder
fes Tables aftronomiques aux obfervations, il n'y auroit jamais
moyen de parvenir 4 ce but, - cela lui fit naitre I'idée affez heureufe de cal-
culer routes les oppofitions des planetes fupéricures, qui ont été obfervées
avec une exachitude fuffifante, & de donner une lifte des erreurs de fes Ta-
bles, en marquant de combien de minutes & fecondes chaque oppofition
calculée différoit de celle qu'on avoic obfervée.  Mr. Halley éroit fort
¢loigné de vouloir en impofer. Il donne fes Tables précifément pour ce
qu'elles font, fans exiger rien de plus. Mais de la facon qu'il les don-
pe, on voit qu'il ne tenoit pas i lui de les rendre plus exaltes. Si clles
s'écartent du ciel, c’eft que le mouvement des planetes eft troublé par des
caufes qu'on pouvoit 3 la vérité foupgonner, mais dont le calcul éroi trop
compliqué & trop embarraflant.  Ce qu'il reftoir donc A faire, c'¢éroit d'in-
diquer au moins la fomme de leurs effets en donnant la lifte des crreurs des
Tables. '
IL
Cetee lifte a mérité 4 jufte titre lattention des Géometres & des Aftro-
pomes. On n’a pas manqué de la completter en y joignant les oppofitions
obfervées depuis; & d'un autre cdté on s'eft appliqué avec fucces, 2 éva-
luer les perturbations que les planetes fe caufentmuruellement. M. Mayer
de Gottingue, célebre par fes Tables lunaires, a donné des formules qui
expriment affez bien les irrégularités qu'on obferve dans le mouvement de



pEs SciENcEs BT Berces-LeTTrss. 245

Jopiter, & M. P argentin les a employées avec avantage dans fes Tables des
fatellites de cette planete.  On a encore réuff A 'égard des autres planetes,
dont les irrégularités ne font pas fort confidérables.  Mais ce qui reflle en-
core en arriere, ce font les perturbations de Saturne, qui fout les plus gran-
des de toutes. Car quoique M. Euler ait beaucoup travaillé fur ce fujet,
& qu'il ait méme obrenu les prix que I'Académie des Sciences de Paris a
propolés fur cette queltion pour les années 1748 & 1752, fes deux Mé-
moires les ont mérités plutde par les méthodes analytiques qu'il a em-
ployées, que parce qu'il a pouflé jusqu’au bour la folurion.

IIL.

M. de I« Lande s'eft A cet égard donné quelque peine. 11 a eu foin de
comparer les erreurs des Tables de Halley. 1l trouve que fi ces erreurs
font dues A 'a&ion de Jupirer fur Saturne, elles doivent revenir, du moins
3 trés peu prés, dans un intervalle de 59 ou 6o ans. M. de la Lande dit
que cela n'arrive pas, & il en infere: ,,qu'indépendamment de l'acrraltion
nde Jupiter, il y a dans Saturne une inégalité dont la caufe doic érre diffé-
nrente, & qui & méme configuration avec Jupiter produit un effet plus grand
nque celui qui réfulre des plus grandes vaniétés dans la pofition de Jupiter
npar rapport 3 Saturne” M. de la Lande ajoute encore, qu'il a toujours trou=-
vé les retours de Saturne 3 I'équinoxe du printems, depuis un fiecle, plus
promts que fes retours A I'équinoxe d'automne. 1l croit qu'il faudra avoir

recours & un changement d'excentricité, &c.

IV.

Voild fans doute des phénomenes bien finguliers, & qui méritent d'¢ere
approfondis & pefés mirement.  Pour cet effer il faudroit commencer par
évaluer exa&tement I'adtion de Jupiter fur Saturne.  Par 1a on fe trouveroit
en état de réduire le lieu de Saturne dans chaque oppofition oblervée, 4
celai qui auroit éré le vrai licu fi 'alion de Jupiter éroit nulle.  Ces lieux
ainfi réduits ferviroient enfuite de bale pour dérerminer exadtement I'ellipfe
que Sarurne décrit aurour du Soleil.  Er fi alors on trouvoit que cette el-

lipfe ne fatsfaic pas & tous les licux réduits de Sarurne, mais quil y a des
Hh 35
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erreurs plus grandes que ne font les irrégularités dues A 'adion de Jupiter,
on fera en droic d'en inférer qu'il exifte encore quelque caufe perturbarrice
inconnue; & peut-érre fera-t-on en état de la faire mieux connoitre.

V.

Cette méthode n'eft pas encore praticable. Le calcul de I'allion de
Jupiter fur Saturne eft d'une prolixité qui jusqu'd préfent a reburé les calcu-
lateurs les plus hardis. J'en ferai donc abftraltion, mais fans me borner
a faire quelque légere comparaifon numérique des erreurs des Tables de
Halley, qui ne meneroit qu'd quelque conclufion hazardée & fore indéter-
minée. Il s'agira plutdr d'entrer dans le dérail, & de procéder bien mé-
thodiquement. Pour cet effer je commence par examiner les différences
périodes qui peuvent fe rencontrer dans l'attion de Jupiter fur Saturue.
Clelt & quoi me fervira la Table fuivante.

Mouvement [culaire. Tems pirmd

E B o ¥ I Années.
1 [ M -cccccameanna B. 3. 6.28| = B 43461 | 11, §559
sl B----ccecc-ec-. 3- 4 23. 6| = 3, 39749 | 29, 4335 |
3|lA=n—H-----=- J. ©. 13. 22 | = 5, 03713 | 19, 8526
8| AA-ccmmnanccsaa . 10. 0. 26. 44 | = 1o, 07825 | 9, 9163
Fl3nsecenesan «eee=| 1%5. 2. 00. 6| = 1%, 11138 6, 6173
6| 4Ah--=cmcem-o-nn- 10. 1. 13. 238 | = 10, 148350 4 9631
7| A mom.de M - = - ===« - 5. 4-28 | = B, 42907 | 11, 8637
§|lamom dedh ------=- - 4 28. 53| = 3. 39130 | 29, 4872
9 | Awmid o s acmeean I- 7- 22. 29 | = 1, 643583 | o, 7594
10 | A == A « = 2 2 2 = n=2- B, 7. 22: 18 | = 1, 64518 | 6o, 7RO
1 | A=A - cecenan 3- 4 af. & | = 3..39194 | 29, 4816
12 | 2A — @ == cccennnn 6. B. 5. 51 | = & 681295 | 14 9634
13| 3 A=A =22 ncece=-u. 6. B 5.-38| = 6, 6811 14 9649
34 | A — =222 I5. 8. 19. 13 | = 11, 71008 B 5334
15 | 38 =—3A == +»==2-=-= 0. 1. 5. 55 = o, 0956% | 104%,5—
16 |2 ==} = c==es-ne-=- 1. B. 28. 24 | = 1, 74647 | 57, 2578

VL

Ce qui dans cette Table frappe d'abord, c'eft le rapport trés marqué
qu'il y a entre ces périodes. On voit que les N° 9. & 1 0. ne different pres-



pEs SciEnces BT BErres-Lerrres iﬂ

que point.  La différence entre N°. 12. & N 13. eft également presque
sulle. Peut-éwre méme que ces périodes doivent coincider entierement.
Aufhi cela aura-t-il lieu dés qu'on fuppofera que le mouvement paogreffif des
aphélies de I'une & de l'autre orbite eft le méme. La période N° 11. re-
vient 2 trés peu prés 4 N° 8.  Enfuite le wiple de la période N° 3., le
quadruple de N°. 12. & 13., & le feptuple de N°. 1 4. donnent A trés peu
prés lkes mémes produits.  Or ces périodes, qui different fi peu foic entre
elles- mémes foit dans leurs multiples, fe confondent de telle forte que quand
on n'en confidere les effers qu’ @ pofferiori, clles paroiffent ne former qu'u-
ne feule période pendant une longue fuite d’annécs.
VIL

Or l'aftion de Jupiter fur Saturne peut, généralement parlanc, éwre
exprimée par la formule
@, finA — €, fin2a A 4 &c.

-+ yfin(A—4a) 4 2.fin(22—a) | &o

— i fin(A —A) — {.fin (24 —A) — &c

4+ &c.
Et comme ces termes font les plus confidérables de la fuite, on voit que
deux ou trois périodes compofées comprendront toutes les irrégularités, ou
peu s'en faut, que 'alhion de Jupiter produit dans le mouvement de Saturne,

VIIL
Je dois encore remarquer que dans la Table (§. V.) jai indiqué la pé-

riode 3a— 24, quieftde 10457 ans. L'effer de cette période ne fau-
roit étre fort grand.  Mais quel qu'il puiffe étre, il peut fé manifefter A la
longue, & méme de manicre qu'on pourroit l'atrribuer 3 un mouvement
accéléré, tout peériodique qu'il eft. Du refte je crois n’avoir pas befoin
d'avertir, que les rapports que je viens de faire voir entre les différentes pé-
riodes de la Table, infinuent que Jupiter & Saturne ne font pas placés A
tout hazard dans le fylteme folaire, mais de facon que leur a&ion muruelle
fe contrebalance d'une maniere conforme i l'état de permanence. M.
W argentin a fait des remarques affez femblables 3 'égard des retours qu'on

obferve dans les fatellites de Jupiter.
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IX.

Aprés ces confidérations générales fur les périodes qui fe rencontrent
dans les p@rrurbations de Saturne caulées par Jupiter, je vais maintenanc
donner ces perturbations elles-mémes, ou, pour mieux dirc, lalifte des
erreurs des Tables de Halley.
tions de Saturne, en forte qu'il y en ait 29 dans chaque colonne, & que
la place pour celles qui n'ont pas écé obfervées, relte vuide,

Je les rangerai fuivant I'ordre des oppofi-

Lifle des erreurs des Tables de Halley dans les oppofitions de Saturne.

4 b i - * - # - v "

— 0. 40 + 449 | — 5. 52 | + 5.59 |— 5. 3

-0 11 -!-':.. 31 — 7 32 + 5. 16 | — 7- 33

+ L8| =7 9] + 4 53 ]|— 9 &)

+ 2.3 | = 8. 49 | 4 5. 21 | =—12. 14

+ % 17 | =917 1 + 3. 45 |—11. 58

+ 3 9| =9 19| 4 0. 28 |—13. 4

+ 320 | =— 9 O =—o0 4o |—15. 8

+ 3 34| — % 1 | — 1 45 |—1%. 71

+ 344 | — 9 44 | — 1. 2 |=—17. 34

4+ 350 | =— 9. 3% | — 2. 10 |—1f. 22

+ 3 44 + 4 19 | — 9. 25 | — 5. 25 |—20. 13

-1 8 T 4 43| =925 | — 4 44 |=—21. 9

+ 1. 36 + 4- 42| — B. 44 | — 5. 3 |—122. ©

S L i , 3481 — B ol — 5 3y | —a0, 53

+ 1. 18 - 3.24| 4+ 3. 25 | = 6. §2 | — 5. § |—120. §6

+ 9 43 + 3| —4 56| —7 §|=—19 5

+ 3 §0o - I 171 4+ 3 Il — 4 AT | = ¥, 16 —_19. 4

+ o 37 + 3 33 ] = % 432 |~ 6 IF | =17 12

+ 3. 3§ + I. 31 -— 0. 17 - 15 32

—_ 4 4 4+ 6.27) 4 o0 15 | 4+ 0 4B | — & 56 | — 13 12

- 1. 13 - 0. 43 + 2. 23 | — 7. 49 |=—10. 40

4+ 3 21 - 1. 57 + 2. 24 | = 8. 40 |— 7 59

— 3 39 —% Sl +d §l—6& 3|~ ¢ 37

+ o §F w3 O| 4+ 4 12 | = 5. 9 |=— 0 3

4+ o 19 - 3 32 | 4 4 47 | — 4 02 | — 1. 14
4 o. a8 -_— . %1 + & 35| — 3 a1
— B 49 —_— 3 41 | + & 40 | — 2. JI
+ . 7 - 3 28 | 4 6. 15 | — 4. 25
+ O. 44 -_— e 54 | + 6 51 | — 4 41
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X.

Les 17 premicres oppofitions font celles que Tycho a oblervées de-
puis le 20 Aofit 1582 jusqu'au 23 Mars 1599, vieux ftyle. Enfuice il
y en a 4 qui ont été oblervées par Longomontanus depuis le 19 Juiller
1608 jusqu'au 2§ Aofit 1611, nouveau ftyle. Les trois qui font mar-
quées dans la troifieme colonne font de Riccioli, Elles font du 13 Sept.
1642, du g O& 1644 & du 20 Nov. 1647, nouvcau ftyle. Toutes
ces obfervations font peu exaltes. M. Halley les a omifes dans fa lifte, &
je ne les rapporte que dans la fuppofition qu'elles ne manqueront du moins
pas de 15 ou 20 minutes de degré, ou que telles qu'elles'fone, elles valent
encore micux que fi on ne les avoit pas.  Les oppofitions rapportées dans
les .4 dernicres colonnes font beaucoup plus exaftes, Les premieres font
d’ Hévélius ; elles commencent par l'oppofition obfervée le 3 Avril 165 8.
Les oppofitions fuivantes ont été obfervées partie en Angleterre partie 4
Paris. Celle de 1773 a été communiquée par M. Mallee de Geneve. La
lifte de M, Hulley ne va que jusqu’d I'oppofition obfervée le 30 Avrl 171 9.
Les oppofitions fuivantes jusqu's celle du 6 O&. 1732 fe trouvent rappor-
tées dans les Elémens & Affronomie de M. Caffini, & M. Schulze 3 Berlin
les a comparées avec les Tables de Halley.  Je remarquerai encore, quela
Table que je viens de donner, indique de combicn de minures & de fecon-
des la longirude calculée de Saturne eft plus ou moins grande que celle qui

réfulte de l'obfervation.  Jai placé 29 oppofitions dans chaque colonne,
parce que de cette maniere deux colonnes forment 3 trés peu prés la gran-

de période qui eft d'environ 60 ans. Par I3 on voit d'un feul coup d'eil
que cette période ne ramene pas les erreurs des Tables dans le méme ordre.
Mais c’eft peu de chole que de ne favoir que cela,

XL
Pour voir plus clair il sagit d'examiner les obfervations elles-mémes.
Chacune peut étre plus ou moins fautive, & il eft évident que I'erreur qui
elt dile aux obfervations, ne doit pas étre confondue avec ce qui eft dii aux
caufes. perturbatrices. . Pour cet effer je me fervirai de la conftrudtion,

Nouv, Mem, 1779. Li
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™ V. Seient donc les droites MN, mn divifées en 300 ans, depuis 1550
jusqu'en 1850. Ladroite PQ foit divifée fuivant le nombre des oppo-
fitions de Saturne répondantes A ces années.  Je les ai comprées en avant
& cn arniere, en commencant par celledu 3 Avnl 1658,  Soic enfin la
droitc. M Pm divilée en minutes de degrés.  De cette maniere la droite
P Q. fera la ligne des abfcifles, & les ordonnées feront les nombres de la
Table pris fur I'échelle MPm. Ces ordonnées nc font pas nrées dans la
Figure. Je me fuis borné I en marquer les extrémités par des points. Or
tous ces points devroient former le contour d'une ligne courbe.  On voit
que s'ils ne la forment pas éxatement, du moins depuis .4 jusques vers
B i) nc s'en faue pas de beaucoup. Les écarts les plus conflidérables fe
rencontrent depuis 19 3o jusqu'en 17 go..J"al en.(oinde faire paffer geue
ligne courbe A B entre ces points de telle forte qu'elle fuive anfl exadte-
ment qu'il eft poffible les inflexions que ces points indiquent.  Mais c'eft
aufli tour ce que j'ai pu faire, Les oppofitions antéricures 3 I'an 1658
font trop pen exalles & en trop petit nombre pour que j'eufle pu continuer
la courbe depuis A4 vers P. Ce n'clt donc que la partie 4B qui peut
fervir de bafe pour ce quiil s'agira d'en conclure.

XII.

Les ordonnées de cette courbe .4 B marquent pour chaque moment
bk fomme rtotale des erreurs des Tables de Halley, de quelques caufes que
ces erreurs puiffent provenir.  Entre ces caules I'adtion de Jupiter paroit
étre la principale.  Mais outre cela il eft poffible que les €lémens qui ont
fervi de bafe pour ces Tables, ne foient pas précifément ceux qui convien-
nent au mouvement de Saturne fuppofé fimplement elliprique.  Enfin il fe
peutr qu'il y ait encore des caufes perturbatrices qui ne font pas encore
affez bien connues. Commencons d'abord par f{éparer ce qui provient de
I'a&ion de Jupiter. C'eft A quoi nous ferviront les périodes que nous avons
exarminées ci-deflus. Parmi ces périodes il y en a deux qui font de 602
ans, & qui répondent aux argumens A—a, 2A— 4. Elles coinci-
dent, fi non exa@ement, du moins & peu de chofe prés.  Cela faic que
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Peffer de 'une & de l'autre peur étre (Eparé rour A la fois de la fomme rorale.
Cet effec revient aprés un intervalle de 602 ans,  Si donc la fomme des
erreurs des Tables pour chaque moment eft fouftrait de la fomme torale
qui a lieu aprés 607 ans, ce qui relte ne fera plus affe&é de la partie qui
dépend des périodes A —a, 22— 4. Mais il s'agit de voir comment
cette fouftration change ce qui eft did aux autres périodes,

XJIL
Or la perturbation die 3 une période quelconque s’exprime par des

termes de la forme

m fin Q.
Mais aprés 6o ans, l'arc @ devient = (9 + n), & la perrurbation
répondante eft

m fin (® 4 n)
en fouftrayant de celle-ci la premiere, on aura

mfin(p4n)—mfin® — ambhna. ::ni'(¢+ =n)
— am. fingn. in(P 4 go° 4 +n)

de forte que cette fonftra&ion ne change point lu longueur de 1a période 9,
mais feulement le coéfficient m, quidevient 2m fin = n, & le commen-
cement des abfcifles qui cft reculé de la quantité go® 4= .

XIV.

Pour faire cette fouftra&ion dans la Figure, j'ai transfécé la courbe
AB en ab, en l'avancant de 5ﬂ-f ans; & en rirant une nouvelle ligne
droite RS pour les ablciffes, j'ai conftruit la courbe €D, donc les or-
données font égales A la différence des ordonnées des courbes A4 B, ab ré-
pondantes & chaque moment donné., Certe nouvelle courbe CD nleft
donc plus affe@ée de la double période A —a, 242 — A, mais clle con-
ferve encore ce qui dérive de toutes les autres périodes, qui ne font pas
des parties aliquotes de 6o ans.

XV.

Cette courbe CD paroir ére beaucoup plus réguliere que Ta courbe

AB, & il elt fort naturel qu'elle le foir, puisqu'clle renferme une double
Iia
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perturbation de moins, La droite rs paroit éwre fon axe, & en faifant
abftra&ion de la petite inflexion anomale en ¢, il femble que la parnie Ce
doit écre femblable & la partie ¢ D), ce qui donneroit une péricde de 2973,
oude 29 ans. Or parmi les périodes qui proviennent de 'a&tion de Ju-
piter, celle dont 'argument eft 4 — A, elt tanc foir peu plus petite, tan-
dis qu'au contraire celles dont 'argumentelt 2A —a & 32 — .4, font
un peu plus grandes que la moitié de 293, oude 292 ans. L'anomalie de
Saturne clle-méme a pareillement une période tant foit pen plus petite.
De cette maniere la période de 297 ou de 297 ans femble tenir entre ces
différentes périodes un milicu tel, que ce n'elt qu'aprés plufieurs rerours
que les petites différences entre ces périodes commencent & érre fenfibles,
Cela fait qu'il o’y a gueres moyen de féparer ces effets, la fuite des oppofi=
tions obfervées avec foin n'allant encore gueres au-deld d'un fiecle,

XVIL

En attendant j'ai continué de part & d'autre la courbe CD, en rete-
nant la période de 29 ans.  Elle pouvoit me fervir & continuer la courbe
AB depuis B vers E, enlfuite la courbe ab depuis a vers f, & enfin
la courbe AB depuis A vers F. Car vu la maniere dont les trois cour-
bes AB, ab, CD ont éé conftruites, il eft évident que deux de ces
courbes étant données, la troifieme le fera auffi.  Or j'ai continué la cour-
be .AB depuis A. jusques vers F, afin de voir fi clle pafle entre les points
répondans aux oppofitions cbfervées avant 1658, & particulicrement par
T'ycho pendant 17 ans.  On voit dans la Figure que tous ces points {ont
affez prés de la ligne des ablciffes PQ, mais difperfés fi irrégulierement,
que tout ce qu'on en peut conclure ceft que 'errcur des Tables de Halley
pour ces 17 ans ne.peut pas aller 2 20 ou plus de minutes, mais qu'clle

doit ére beaucoup plus petite,
XVIL
Aprés ce premier effai touchant la double période de 602 ans, jai cru

devoir en faire un autre en employant la période de 29= ans. Pour cet
offet 7ai transféré la courbe 4B en «€, en Pavangant de 292 ans, &
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ayant tiré une nouvelle ligne I"/” pour les abfciffes, j'ai conftruit la cour-
be GH, dont les ordonnées font la différence entre les ordonnécs des
courbes AB, «C répondantes aux mémes abfcifles.  Cette courbe GH
fe trouve donc parcillement débarraflée de tout ce qui dénve des périodes de
29Zans. Aufli on voit qu'a quelque légere anomalie prés, elle paroit
éwre beaucoup plus fimple & plus réguliere que la courbe 4B, Je pous
vois également continuer cette courbe GH de part & dautre, voyant
gu'elle indique une période de 607 ans.  Mais au lieu de la continuer uni-
quement par cette confidération, j'ai préféré de la conftruire au moyen
des courbes A B, «€, dontla premicre éroit déja continuée moyennant
la courbe CD, & dont l'autre pouvoit 'étre parce que la premiere I'éroit.
L¢ réfulear de cette conftruction eft, comme on voit dans la Figure, que
dans le fond il éroir indifférent duquel des deux moyens de continuer la
courbe GH je me ferviffe. Les petites anomalies en g, G, g, g re-
viennent dans un méme intervalle de rems, quoiqu’avec des difiérences qui
apres plufieurs retours peuvent devenir plus ou moins fenfibles.  Elles in=
diquent en méme tems, que la période de 602 ans n'eft pas fimple, mais
compofée de quelques autres, qui ne font exaftement égales, ni & cette
période clle-méme, ni A quelque partie aliquote. L'axe de cette courbe
G H paroit ére la droite tv.  Elle eft moins inclinée que l'axe rs de
la courbe CD, langle sw& étant A weés peu prés le double de lan-
gle vx V.,
X VI

Si ces axes rs, tv font en effee des lignes droites, il faudra en infé-
rer qu'il y a dans le mouvement de Sarurne une accélération ou bien un re-
tardement uniforme, qui fuit le quarré du tems. Il v’y a rien dans la Fi-
gure qui contredife cerce conféquence. Tout au contraire, elle femble
plutde érre confirmée par linégalité & le rapport qu'il y a entre les angles
swS, vx}, Voici comment. Les ordonnées des courbes CD, GH
font des premieres différences de la courbe AB. Or fi le lieu de Saturne
ne devoir étre déterminé que par une équation de la forme

« 4+ mr - nfinpr 4 &c
Ii 3
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od 7 marque le tems, « une époque, mrv le mouvement moyen,
n fin pr < &ec. les annmahr.rs, il eft clair qu'en changeant le tems + en
v -}~ ar, le licu de Saturne pour ce tems 7 - A7 fera
=—|— m(7 -4 ar)+4n finp(r 4 &f:l—|- &c.
& par conféquent la différence
m.av = 2n. cofl (pr 4 . av). fin (5 . ar7)
-+ &e.
Si donc av eft fuppofé érre une quantité conftante, la ligne courbe, con-
ftruire d'aprés cette formule, aura pour axe une droite parallele A la courbe
conllruite d'aprés la formule
n. finur 4 &c,
Mais fi au contraire la longitude de Saturne fe détermine par une équation
de la forme
a - mr+pr'-{-nﬁnpr—|—&t.
la différence du terme p+* fera p(27. 47 4 as'). [Er quand on fup-
poferoit ar — confl. il y aura toujours la quantité uniformément croil-
fante 7, qui fera que la courbe des différences aura un axe incliné,

XIX.

Or dans notre exemple la dificrence 4+ pour la courbe CD eft de
6o ans, & pour la courbe GH elle n'eft que de 297 ans, ce qui re-
vient A trés peu prés & ia moitié.  Cela faic que la feconde différence du rter-
me pr° dans le premier cas eft 2 trés peu pris quadruple de la méme fi=
conde différence dans le fecond cas. De I il fuit que l'angle sw.§ doit
érre A s peu prés le double de Pangle vx P, Er c'eft aufli ce qui a réel-
lement licu dans la Figure. Je trouve qu'd une diftance de 60+ ans du
point d'interfeltion w I'axe incliné ws §'écarte de la ligne des ablciffes
wS de 4:°- minutes de d-:grés. Ainfi la partic du mouvement de Saturne
qui dcpund du terme pt°, feroit de 2,4 pour un intervalle de 607 ans,
& par conféquent de 6, 49 pour un fiecle. M. Halley donne une équa-
tion féculaire de 1,4 minute. Il la fait foultradive, randis que celle que
je viens de trouver doit éwre additive.  Mais ourre qu'il elt difficile de bica



pES Sciences ET Brrres-Lerrezs 255

évaluer la quantité de cette équation féculaire au moyen des anciennes ob-
fervations, il fe peut bien aufi que les lignes rs, rv ne font pas droires,
mais de la forme m. fin nv, de forte qu'elles ne retournent vers l'axe gu’a-
prés plufieurs fiecles.  Fai déjh remarqué ci-deflus (§. 6. 8.) que l'adion
de Jupiter fur Saturne renferme des périodes dont l'intervalle eft de plufieurs
fiecles, & outre cela les caufes perturbatrices ne nous font pas encore toutes
connues. Si les obfervations de T'ycho éroient plus exaétes qu'clles ne le font,
on pourroit voir un peu plus clair dans tout cela.  Cependant il n'y a gue-
res moyen de fuppoler que la ligne rs, aulieu d'éere droite, fe courbe en
forte qu'en r elle foit tout autant au deffus de RS, qu’el.[c Peft en D. Ce-
la éleveroic la courbe F d'une dixaine de minutes, de forte qu'au licu de
pafler entre les poiats répondans aux obfervations de Tycho, elle pafleroit
beaucoup au deflus de ces points, ce qui ne fauroit érre, A moins qu'on ne
fuppofe que T'ycho s'eft toujours trompé en méme fens & du méme coré,
XX.

Comme donc les obfervations antéricures & celles d'Hevelius ne fervent
que trés peu A juger fi la courbe D C peurt écre continuée vers r de la fa-
con que je I'ai fait dans la Figure, ce fera aux obfervations qu'on fera dans
la fuite qu'il faudra avoir recours. Pour cet effer 'ai continué la méme
courbe CD depuis D vers 5, & cela m’a mis en érat de countinucr la
courbe 4B depuis B jusqu'en E. Je pouvois aller plus loin; mais ce-
la fufhe. On verra dans les années fuivantes, §i les erreurs des Tables de
Halley fuivront la dire@ion de la courbe BE. Ces erreurs étoient négati-
ves depuis 1725 jusqu'd préfent.  Elles doivent maintenant devenir pofi-
tives jusquen 1782, en forte que le maximum qui arrive en 17779 fera
d'environ § minutes. Aprés 1782 elles redeviennent négatives & croi-
tront jusqu'en 1794, ol elles feront d'environ 23 minures. L'événe-
ment fera voir fi cette prédi&ion s'accomplira, c’eft A dire fi la courbe C.D
étant continuée doit avoir 'inflexion Dd.

XXL

Il y a dans nos courbes un phénomene que je ne dois point pafler fous

filence. La courbe G H fuppofe la période de 29+ ans, qu'indique k
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courbe CD, ou bien les ordonnées de la courbe G H font les différen-
ces des ordonnées de la courbe AB prifes & des intervalles de 292 ans.
Si donc en effer il y a une période de 1'.9-;'- ans, il y a dans les erreurs des
Tables de Halley une partie qui aprés 2.9+ ans revient dans le méme ordre,
& qui par conféquent reviendra auffi aprés deux fois 292 ans, ou aprés
s 9+ ans, Si donc on prend dans la courbe 4B les différences des or-
données qui font éloignées entr'elles d'un ‘intervalle de 5 9% ans, les reftes
doivent éere les mémes que lorsque ces ordonnées font prifes & des interval-
les de 295 ans. Mais cela n'arrive pas.  Car au licu de la courbe GH
qu'on trouve dans le dernier cas, on en trouve une qui a les mémes in-
flexions que la courbe CD & qui n'en differe que trés peu.  Je I'ai deffi-
née en L O, prenant les abfciffes fur la droite IK. 1l faut donc que la
courbe €D, qui paroit indiquer une période de 297 ans, ne foit pas dile
A cette pénndc toute feule, mais qu'il s’y méle d'autres périodes, dont les
multiples coincident, du moins  trés peu prés, avec le double de 292 ans.
Or en confultant la Table donnée ci-deffus (§. 5.), nous trouvons

le triple de la période A = 59,5578 ans.
le double de la période a — 58,9744
le double de la période .4 — A = 58,9632
le quadruple de la période 22 —a = 59,8536
le quadruple de la période 34 — 4 = 59,8596
le fepruple de la période 32 —a = 59,7268
le qumtuple de la période A = 59,3185

de force qu'en cffec une période de 5 95 ans, qui eft A tis peu prés le ter-
me moyen de tous ces nombres, renferme toutes ces périodes particulieres,
tellement que les petites différences fe compenfent mutuellement, du moins
en grande partie, Il faur méme que Peffer de routes ces périodes particu-
Keres fe confonde bicn fingulicrement, puisque la courbe CD préfente
des inflexions aufli fimples & auffi régulieres, comme {i elle ac dépendoit
que d'une feule ou tout au plus de deux périodes.

XXII.



oes Scrences ET Beries-LerrrEs. 297

XXII.

La courbe LO eft, comme je viens de le dire, celle qui refte lors-
qu'on fouftraic toutes lcs périodes qui fe réfolvent en celle de 592 ans, Or
fi l'adtion de Jupiter eft, finon la feule, du moins la principale caufe per-
wurbatrice des mouvemens de Saturne, cette courbe LO dépendra prin=
cipalement des deux périodes A—a, 2A-—.4, quifonc de 602 ans
(§ 5.). Mais comme cette courbe LO dans Pintervalle de 602 ans
monte & defcend deux fois, une équation de la forme

mhn(A—a) 4 n.fin(21— 4)

ae fuffic pas pour repréfenter les inflexions de certe courbe, Il faudra donc
lui en fubftituer une autre plus compofée, de la forme
mfiin (A — a) 4+ afin(2rA— A)

-+ plna2(A—a) 4 ghna(ar—.4)
en forte que le coéflicient p ou ¢ foit beaucoup plus grand que les coéfhi-
ciens m, n. Carlacourbe LO dépend beaucoup plus de la moiné de
la période de 602 ans, que de cette période elle-méme.  Peut -érre auffi
les perturbations de Saturne dépendent-elles encore de quelque période
d'environ Jorans, quin'efll pas comprile parmi celles que j'ai rapportées
ci=deflus.  Quoi qu'il ¢n foit, la courbe GH fait voir qu'en fouftrayant
les périodes qui fe réfolvent en celle de 292 ans, celle qui eft de 602 ans
refte beaucoup plus vifiblement, puisquen faifant abftra&tion de linflexion
anomale en G, g, cette courbe dans un intervalle de 607 ans ne monte

[ =]

& ne defcend qu'une feule fois.

XXIII.

On voit par laFigure, que les ordonnées de la courbe G H font beau-
coup plus grandes que celles des courbes CD, LO. Or celt de quoi
I'on peut rendre raifon par la maniere dont ces courbes ont été formées &
par le rapport qu'il y a entre les périodes qui y ont été¢ mifes pour bale.
Suppolons quec la formule

a, find
Nuwv. Mém. 1779. Kk
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fe rapporte 4 une période de 602 ans, 1l eft clair qu'aprés 294 ans, qui
font la période qui a fervi de bafe pour la courbe G H, langle ¢ fera
— 175°% 28. On aura donc E

afin(@4 175%28)—«fin® —124.fin §7° 44. col (P4 87° 44)
= 1,99944 <. cofl (P 4 87°44)
— — 1,99944 «. fin (¢ — 17 16')
de forte que la courbe qui exprime cette différence, aura des ordonnées
presque deux fois plus grandes que celle qui répond i la formule 2. fin @
elle-méme. Mais fi au lieu de 297 ans, nous prenons le double, ou la
période de §97 ans, qui a fervi dec bafe pour la courbe LO, on aura
@ — 350°% 56, cequi donne

«fin(@+4350°%56)—afin® —2a.fin175%28.col (P4 175%28)
— — 0,15808 «.col(P 4 175%28')
— -+ o,15808 «.fin (P 4 85° 28')
de forte que la courbe qui exprime cette différence aura des ordonnées plus
de 6 fois plus perites que celle qui répond A la formule propofée « fin @,
Or la courbe LO a des inflexions beaucoup plus grandes. Mais j'ai dé-
ja remarqué qu'elle dépend beaucoup plus de la moiti¢ de la période de
6o ans, que de la période entiere, Celle-ci n'y influe quentant que
les ordonnées répondantes au fommet & font plus bafles que celles qui
répondent au fommer 7/, & méme abftraltion faite de ce que I'axc de
cette courbe eft plutde parallele A la ligne ws (§. 16, & fuiv.) qu' la
ligne wS.

XXIV.

Comme les différentes périodes qui dépendent de I'a&tion de Jupiter
fur Saturne ne font pas exa@ement des parties aliquotes de 595 & de 602
ans, la Table fuivante, qui en fait voir les excés & les défauts, pourra
éue de quelque ufage.
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Périodes Mouvement Mouvement Epuques pour

Argoe Anndes, en §9% ans. en 60 ans.  |l'annde 1793.

A T e = T o , > o0
I | 3A—a - 8:5324 | 6 25, 2% 25 | 7+ 3. 2. 42 | B. X7, 6
2 | jA=oA - 149649 | 3. 11, 30. 20 | & ©. 21. 24 | 5. 26. 39
3 | 2A=—a - - 14,9634 | 3- 16 21, 28 | 4 ©. 21. 33 | 8. 15. 45
4 | A—A - = 60,7830 | ©. 17. 23. 23 | ©. 1. 29. 48 | 5. 2%. 24
s | A—a - = 60,7596 | O. 11, 22. 31 | o 11. 29, 6 | B. 14 24
d | A = = = = 19,8526 | 3. 11. 2H. §9 3+ © 3. 37 | & I.31
7iA+a - = =) 15,8765 | 5. o 3. 45| 5 K. 13 1B | 3 18 18
8| A4+Ad « = -} 74260 | 8. o0 428 |8 1. 5. 316 & 39
g | 4 = - - - 11,8637 | 5- ©o. 5§ 3t | % f.01).26 | 6. 7. 18
o |a - = = = 29,4872 | 3. o b, 26 | 2. ©. 2. 41 | 3- 06, 37
11 | A—A - - | 294816 | 3. o & 3313 o 1149 ]| 6 5. 357

XXV.

On voit par cette Table qu'il n'y a que les argumens 22 — 4,
A —a qui répondent ) la période de 607 ans, & que tous les autres en
different fort confidérablement; mais qu'd I'égard de la période de 5 9%
ans, les différences font beaucoup plus petites. Les § premicrs argumens
coincident & un degré prts, en forte qu'aprés § 97 ans il leur manque envi-
ron § ou g degrés, quiils doivent encore parcourir pour achever le tour
d'un certain nombre de zodiaques. Dans le méme intervalle de tems les
5 derniers argumens fe trouvent avancés de quelques degrés au deli d'un
certain nombre de zodiaques. Le 6™ argument revient affez exa@ement,
ou & un degré prés, au méme point aprés les 595 ans.  Jai choifi I'épo-
que 1703, parce qu'elle fuic de prés une conjon&ion de Jupiter & de Sa-
turne. Les époques font pareillement aflez remarquables.  Celle de l'ar-
gument 2 eflt o, randis que celles des argumens 3A — A4, 21 — 4,
A—nr, A, A 4+ A en font éloignées d'environ 6 fignes. Les argu-
meps A——a, 2A——a, 3A—a coincident vers le milieu du 8™ figne,
gc les argumens A 4 @, a, vers le milieu du troifieme figne. Du refié
ces coincidences proviennent de ce qu'en pofant A — o, toutes ces épo-
ques dépendent fimplement de celles des anomalies moyennes 4, a, qui
different dans ce cas d'environ §o degrés.

Kk 2
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XXVL

Pofons maintenant pour un tems donné quelconque Peffer de ces ar-

sLUTICNS

— afin(32—a) 4 0.fin(3r—A) 4 (. fin(2A—20a)
+ Dfin(aA—A) 4 e.fin(A—a) 4 flinAa 4 gfinaa
+ hin(A4 a) + ifin(A44) 4+ F.fin 4 + | fina
+ mfin(A4—2)
& nous trouverons fans peine de combien cet effe fera plus ou moins grand
aprés 602, 59; & 297 ans. Il n'y aura qu'd augmenter les arcs
(32A—a), (3A— 4) &c. de la quantité qui répond & ces intervalles
de tems, & fouftraire la formule que nous venons de propofer, de celle
qui réfulte de ces fubflicutions,  Les réfidus pourront enfuite étre compa=
rés aux courbes CD, GH, LO. Voici ces réfidus, aprés y avoir fais
les rédutions requiles.

Pour o0} ans, Pour §9% ans, Pour 294 ans,

+0,371.be(JA—A4 10.42)—0151 b.c (A=A —4.20)—0,076.b.c (3A—A—2.10)
+0,374- (. c{ah—a4 10460149 (-C(2A=—a—4q.18 07§ € col (A hmma=—1. §)

= —,1 330 c(2 A —A 3 400+ 1,990 D c (2 A A+ RE. §)

» —0,131 g.cof (A—a— 3.45){+ 11999. ¢ col(A—a §5. 7)
+0,375. focol (A 4 10.48)] # 3,000. f. cof (A + 6¢.59)
+0737-@-cof (aA 4 21.37) +3,000.g.cofl (2A— 0. 1)
+0,738.0-c(A 42 +21.50) 40,065, cof (A 4+ &+ 1.52)+ 2,000. ). e (A 4+ 2 4 90.56
+ 1,075 feal(A4 A432.31 140078 L cofl (A 4+ A f2.04)F 00319l cA4+ A4+ 1. 7
+o,740 Focol (A4 4 21.4)0 40,096 Fcol (4 4+  3.45)+ 1,999 [ col (A4 + g1.23)
4+0a71. L cof (&« 4+ 7.48) 40,112 | cof (a 4 313 +0,056. | cof (2 + 1.36)
+ 0378 Muc{A—A+10.54) +o,024g Mmec( A=A+ 3.33) 40062 ¢ (A —A+4 1.4

XXVIL

On voit ici d'un coup-dail que les coéfficiens numériques les plus
confidérables fe trouvent dans la troifieme colonne, & qu'ils muldplient
les cofinus des argumens 3A —a), (22— A4), (A—a), 2, 24,
(A 4+ a)}, A Clelt donc de ces argumens que dépend principalement
k cowbe GH, les coéfficicns numériques des autres argumens étant 30,

T & [ =
+0,728. 0 c(3A—a+4121.21)}—0,167. n-cfu—a—4-4s}’+:.?93-u-r(; A=—a 4 §7.30)
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40, jusqu’d §o fois plus petits.  Ainfi 'équation pour la courbe G H rap=-
portée & Paxe txv, & entant qu'clle dépend de Vadtion de Jupiter, fe ré-
duitd

4+ 20a.cofl (32 —a -4 §7° 36)

4+ 2D.col (22— A4 88. 5)

+ at.cofl (A—a -+ 88. 7)

— a3 f.cofl (A 89. 59)

+ 24g.cofl (24 — o. 1)

+ 20h.col (A4 a 4 go. 56)
+ 2f. cof (A4 + 91. 21)

XXVIIL

Il ne fera pas difficile de faire voir que dans cette expreffion il o'’y a que
le fecond & le woifieme membre qui foient fort confidérables. Pour cet
effer j'ai fouftrait chaque ordonnée de la courbe GH de celle qui en eft
éloignée d'un intervalle de 607 ans, en les prenant routes depuis 'axe vxe.
Les réfidus m'ont donné la courbe A/, qui fe rapporte i Paxe T'x V.
J'ai calculé de méme l'expreffion pour la courbe G H, que je viens de rap-
porter (§. 27.) en augmentant les arcs de ce que demande un intervalle
de 60~ ans, & en prenant la diflérence: je Fai trouvée éure

+ 1,4562 a.fin (3A—a-65°% 9)

— 0,7495 . fin (A 4  51. 48)

+ 1,4736 g.fin (24 + 21, 37)

+ 1,4757 b.fin (A4 a4 67. 7)

<+ 1,4800 E.fin (A4 4+  67. 24)
Cette différence exprime les ordonnées de la courbe kI qui ne dépend que
des périodes jA—a, A, 22, A+4a, A. Les coéfliciens numériques
font i trés peu prés égaux, i I'exception de celui du fecond terme, qui n'eft
qu'environ la moitié de chacun des autres. Comme tous font affez grands,
on n’en peut rejeter aucun confidéré en foi-méme.  Or les valeurs a, f,

g, h, T font encore inconnues, Mais quelles qu'elles puiffent étre, on
Kk 3
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voit qu'elles ne fauroient aller  pluficurs minutes de degré, les ordonnées
de lacourbe %! érant moindres que 3 minutes. Cleft-auffi rout ce que
je crois pouvoir conclure de cette courbe.  Elle n'eft déduite immddiare-
ment des oblcrvations que depuis £ jusqu'en i  La partie antéricure i/
fe fonde fur ce que j'ai continué la courbe CD & de 1A aufh la courbe
G H, comme je l'ai dit ci-deflus (§. 16. 17.). Ainfi certe courbe Al
pourra étre d'autant moins exadte qu'elle approche plus de L On y trou-
ve des veltiges des périodes de 10 & de 12 ans, qui répondent aux argu-
mens 24, A--a, .A. Car depuis lordonnée répondante i 'année 1700
jusqud celle qui répond A I'an 1770, cllea 6 minima & § maxima, qui
reviennent aprés un intervalle de 10 4 12 ans. Du refte la période
34 — a étant d'environ 8% ans, il eft wds poffible qu'elle contribue A
rendre ces retours moins régaliers.  Et comme c'eft environ de 20 en 20
ans que cette courbe paffe I'axe, il femble qu'il y ait encore une période
compofée d'environ 36 ou 40 ans.  Auffi en effet c'eft au bout de 36 ans
que les périodes de 12 & de g8+ ans coincident. Mais les obfervations ne
font pas affez exaltes pour fEparer I'effer de ces différentes périodes.  Cleit
déjA beaucoup que d'avoir pu poufler la conftruftion jusqu'd des détails
d'une ou de deux minures.

XXIX.

Comme donc la courbe GH dépend presque enticrement des deux

termes

4 2D.cofl (22— A4 88°5)

4 2¢ cofl (A —a <4 88. 7)
cela nous met en état d'évaluer A peu de chofe prés les coéfficiens D, €.
11 fuffic de remarquer, que pour une ordonnée de cetre courbe qui répon-
de 3 une année quelconque dans la Figure, les valeurs de A, a, 4 fom
celles qui ont lieu 29+ ans auparavant.  Jai fait ce calcul pour les ordon-
nées. de To en 10 ans, en commencant par l'année 1700, & en pre-
nant les ordonnées depuis Paxe xv. Voici les équations que Jai trou-
vées:
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4 6,90 — -4 o,3505 D — 0,8523 ¢ pour lannée 1700,
— 3,45 — —o,6150... — 0,88%2... 1710.
— 6,90 = — 0,9904... — 00,0529 .00 1720.
— 2,40 = — 0,3883... < 0,8310... 1730.
“+ 3,95 = -+ 0,5932... 4 0,9030... 1740.
<+ 6,20 = <4 0,9952... - 0,0924... 175 0.
-+ 7,05 = - 0,4253.e0 — 20,8085 ..s 1760,
— 1,50 — — 0,5§602... — 0,919 ... 1970,

Or de quelque maniere que Pon combine ces équations, on trouvera tou=
jours que le coéfficient D eft d'environ 7 ou 7+ minutes & pofidf, & que
le coéthcient ¢ eflt néganf & d'environ 2 minutes.

XXX.
Certe valeur de D ne convient pas avec ce que M. Euler a trouvé, par
la théorie, dans la Piece qui a remporté le prix propofé par 'Académie des
Sciences de Paris pour l'année 1748. Suivant cette théorie on auroit

i o

b = — 4.3

M. Euler comparant enfuite fa théorie avec les obfervations, trouve égale-
ment que la valeur de ¢ y répond affez bien, mais celle de D, av lieu d'é-
tre négative, doit étre pofitive, & méme plus grande. 1l faic donc
b = + 4.57"

uniquement pour fatisfaire en quelque forre aux obfervations. Je dis en
quelque forte; car dans la comparaifon fort déraillée qu'il a jointe & fon
Mémoire, il fe rrouve que fes formules s'écartent quelquefois de § minutes
& d'avantage. Du refle, de ce que la valeur de D ne répond point aux
obfervations, M. Euler conclud que la théorie de Newton eft infuffifante
pour exyliquer les irrégularités du mouvement de Saturne. Du moins je
dirois, que filuvaleur D — — 4. 3" eft bicn dérerminée par l'a&ion
de Jupiter, certe action ne fera pas la feule caufe perturbatrice du mouve-

ment de Saturne,
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XXXL
Avec rout cela je trouve que les valeurs
P = — 4. 3" == — 243"

R = — 417 = = 237
répondent affez bien i la courbe GH pour ce qui regarde les erdonnées,
de forte qu'elles ne manquent que par rapport aux abfcifles.  Subftituons
ces valeurs dans I'équation
<+ 2D.cofl (2A—.A+4 88°%5")
-+ 2e¢. cofl (A —a-4 88. 7)
& nous aurons
~— 486" col (2A—.A4+188.5)
— 514 cofl (A—a 4 8§8.7).
Or les périodes 2A — A4, A-——a émant les mémes, cette expreffion
peut éere changée en une aucre de la forme
— m. cof (2A—. A+ n)
Car on a
Ammg = 27— A 4 78%
Cette valeur ¢rant fubfticuée, on aura I'équation
@ = — 486. cof (22— 44 88°5')
— 514. cof (22— A4 166. 7)
+ m,cof (22— A4 a)
d'olt I'on tire
m = 777
n — 128% 324
ce qui donne I"équation qu'il s"agiffoic de trouver
— 777" cof (24 —A+4 128°% 24)
ou bien
=+ 777" cof (22— A4 — 51° 36').
Le coiéfficient 777", — 12" §7" défigne la plus grande ordonnéc de la
courbe GH, & répond trés bien & ce que donne la Figure. 1l o’en eft
pas de méme des abfciffes.  Car pour 'automne 1727 on trouve
2A — A — 51°% 36 — 270°
ce
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ce qui donne

777 cof (22 — A — §1°36') =
Ainfi l'ordonnée de la courbe G H, qui répond A l‘année 17273 * - 294
= 17577, ou bien au mois d'Aocflit 1757, devroit dere — -:r. Mais
la Figure fait voir que bien loin d'ére — o, elle eft tout pris de fon
maximum, de forte qu'au licu de

2A — A — 5136 = 270
la Figure demande :

1A — A — §1% 36 = o
ce qui differc de go degrés, ou d'environ 15 ans. Il faut donc, ou que
les coéfficiens D — — 243", ¢ — — 257" ne foient pas bien dé-
terminés par la théorie, ou qu'il y ait quelque caufe inconnue qui influe
dans les perturbations du mouvement de Saturne.  Dans ce dernier cas il
faudra néanmoins qu'entre les périodes qui dépendent de cette caufe incon-
nue, il y en ait une d'environ 6o ans.

XXXIIL

Les inflcxions anomales que la courbe GH offre prés des fommets
G, g, paroiflent ne s’y rencontrer qu'une feule fois dans l'intervalle de 60+
ans, puisque ce n'eft que prés des fommers qu'elles fautenc le plus aux yeux.
Mais ces inflexions anomales ne font pas les feules.  Cleft ce que la courbe
k! fait voir.  Car toutes les petites inflexions que cette courbe préfente,
fc rencontrent encore néceflairement dans la courbe GH. Aufli voit-on
fans peinc que les parties de cette courbe qui fonr au deflus de laxe xv,
font beaucoup plus larges que celles qui fone au deffous.  Elle pafle cer axe
la ob fes ordonnées répondent aux années 1672, 1708, 1734, 1769,
& ces années different de 36, 26, 35. Prenant entre ces nombres
1672, 1708, 1734, 1769 le terme moyen, on tombe fur I'année
1721; & c'eft i tres peu prés A cette année qu'on pourra atracher I'époque
du minimum de I'équation
+ 20.cofl (22 —.A4 + 88% %)
-+ at.col (A —a 4 88. 7).
Nowv, Mcm, 1779, | ¥
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Car ce terme moyen eft tel, que les effets des petites inflexions anomales
fc compenfent, du moins en grande partic.  Ajoutant } certe époque 15
ans, on tombe fur l'année 1736, qui peut fervir d'époque pour les cas ob
I'effer de cette équationelt = o.  Or j'ai déja remarqué que les deux pé=
riodes 2A — 4, A——a peuvent e confondre en une feule de la forme

2m., cofl (P4 n).
Cette équation pourra donc tenir lieu des deux autres, en faifant m — 9/,
n = 88°%6 & @ unarcwl, quilfoit == o en 1736, & qu'il de-°
vienne —= 360" en 60< ans. Ceree équation fera donc

rq. cof (P - 88°6').
Et comme la courbe GH eft la différence de la courbe 4B, il s'enluit
que pour la courbe A B certe équation devient fimplement

— 7, fin ¢

Vépoque de ¢ rtombant en 1706.

XXXIIL,

Quoique le coifficient de cette équation foit déji forr confidérable, il
s'en faur de beaucoup qu'elle fuffife pour réduire les autres irrégularités de
Saturne 3 peu de chofe. Car ces irrégularités vorit & 22 minutes & au
deld.  Cerre équation ne les diminue donc que tour au plus d'un tiers, Or
jai déja remarqué ci-deflus (§. 22.), 2loccafion de la courbe LO, qu'il
nous refte encore i chercher une équarion dont la période n’eft que la moi-
té de 6o< ans. Cleft ce que je pourrai maintenant faire voir d'une autre
maniere & plus en déil.  Pour cer effer jai conftruir fur une feconde
Planche la courbe pnncipale AB de la méme maniere qu'elle fe trouve
fur la premiere Planche. J'ai fouftrair de fes ordonnées l'effer de I'équation

7' fin @
que nous venons de trouver. Cette fouftration m'a fourni la courbe C D,
dont par conféquent les ordonnées expriment les perturbations de Saturne,
4 excepdon de celles qui reviennent aprés un intervalle de 603 ans. Or
quoique les ordonnées de la courbe C.D foient généralement parlant plus
petites que celles de la courbe 4B, cependant la courbe CD ne laifle
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pas de fuivre d'affez prés toutes les inflexions de la courbe 4B, de forte
que c'eft presque n’avoir encore, nien fait que d'avoir diminué ces irrégula-
rités de la quantité 7' fin 9.

XXXIV.

Afin donc de voir plus clair, j'ai transférd la courbe CD en EF,
en 'avancant de 15 ans, quifont le quart de la période de 602 ans, &
la différence des ordonnées m'a donné la courbe GH. Cette courbe, A
quelques petites anomalies prés, eft affez réguliere.  Ses inflexions font
plus petites vers le milieu de la Planche, & vont en augmentant de coté &
d'autre trés confidérablement.  Elle coupe I'axe dans des points dont les
intervalles fonc plus grands vers le milicu que vers les excrémirés de laxe.
Le premier maximum tombe fur Pannée 1600, & le feptieme fur I'année
1793. L'intervalle 193 étanc divifé par 6, donne 325 ans pour la quan-
tité moyenne de l'intervalle de deux maximum qui fe fuivent. Il eft vifible
que certe courbe n'eft pas dile A une période fimple, mais qu'elle dépend
tout au moins de deux périodes peu différentes entr'elles, & méme affez peu
différentes d'un intervalle de 30 ans.

XXXV.

L'a&ion de Jupiter nous offre des périodes.de 297 ans, & d'autres
dont la moitié eft de 307 ans. C'elt cette derniere que j'ai mife pour bafe,
afin d'en féparer les effets,  J'ai fouftraic chaque ordonnée de la courbe
G H de celle qui répond & 307 ans plus tard, & les réfidus m'ont donné
la courbe JK. Certe courbe, nonobftant quelques petites anomalies,
conferve en gros aflez de régularité, Son premier maximum tombe fur
'an 1631, & fon feptieme fur I'an 18097  Divifant lintervalle 1961
par 6, le quotient eft 295, c'eft A dire la période de 297 ans; de forte
que réellement la courbe G H eft diie aux périodes de 30l & 29; ans.
Les petites anomalies proviennent des autres périodes, dont l'effec eft trés
peu confidérable.

XXXVI :
Il convient maintenant de faire aux Formules générales (§. 26.) les

mémes changemens que nous venons de faire aux courbes. En écartant
Ll s
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les cermes D. fin (24— A4), ¢ fin (A —a), nous aurons pour la cour-
be CD, lexpreffion.qa. fin (34 — a) 4 bfin (32 — 4) 4
(.lin(2A—a) = » 4 f. fin 2 4 g finzr 4 fin(ar +;) -+
i.fin(A4 4) 4 F.fin A4 L. fina 4 mfin (A4 —1), 2laquelle
nous joindrons un terme M. fin ¥, répondant 4 une période de 3o ans.
Cetre expreflion, aprés un intervalle de 15.% ans, fe change de maniere
que la différence devient _
1,2766.0.cofl (34 —a -}~ 39° 40
0,0921.b.col (3A—A 4 2. 40)
0,0954.(. col (2A—a 4 2. 44)
1,3460.f. cof (A — 42. 18)
1,9911 g.cofl (22 =— 84. 36)
1,5414.0.col (24 — $0. 25)
0,2830 l.ecofl (A 4+ 44 8. 8)
1,5414.F. cofl (A 4 20. 2§)
1,9978. 1. cof (a — 87. 17)
I,}}ﬂ'}'ﬂ-ﬂl-curfﬁ—ﬁ— 87. 17)
2,0000. M. col (¥ < g9o. o)
Or les coefficiens numériques du fecond & du troifieme terme font trés pe-
tits en comparaifon des autres.  Et nous avons vu ci-deffus (§. 28.) que
les coéfficiens a, f, g, b, F nc font pas non plus de grande conféquen-
ce. Nous pourrons également faire abftraltion du fcptieme terme, Il ne
nous reltera done que les trois termes

— 1,9978 l.cofl (a —  §87%17)

— 1,9978 m col (A—Ar—g87. 17)

+ 2,0000.RM.cof (¢ 4+ go. o)
dont les deux premiers ont I'un & lautre une période de 29,48 ans, & le
troifieme une de 307 ans.  Ce fonr 1A précifément les périodes dont la
courbe GH dépend principalement. Ses petites anomalies dépendent
des rermes que nous venons d'omettre.,

XXXVIL
Les trois termes que nous avons retenus étant 4 peu de chofe prés

| 1T +++1 1 ++|
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— 2. c0f (2 — 87°%17)
— 2, cofl (A—A2—87. 17)
+ 2. cof (¥ + g0)

nous en déduirons ceux qui feront pour la courbe I K. Car ces termes,
aprés un intervalle de 302 ans, changent de manicre que la différence fo

réduit tout fimplement aux deux termes
0,3776. fin(a — 81°% 1)
0,3799. fin(A—A—8g1. 51).
Et comme la période eft la méme, nous pourrons en faire un feul terme,

qui fera
0,7566. fin (J—TM) cof ("{_:‘ 0 o g1° :’)

ob le fin (‘iL:L::) eft une quantité conftante. Ou bien faifons, pour

plus de brieveté, pour la courbe CD,
l.L.fina4mfin(A—2r) = p. finw
& nous aurons pour la courbe GH
— 2p.fin87% 17", cof (¢ — 87.17)
+ 2.0 cof (¥ 4 go)
& pour la courbe JK
~— 4p.fin 87° 17" fin §° 26" fin (v — 81° §1)
= — 0,3783.p fin (& — 81° 51).
XXXVIIL
Ce cocficicnt 0,3783 p pourra ¢tre déterminé par les plus grandes
ordonnées de la courbe K. Mais la Figure fait voir qu'elles font affez
inégales.  Celles qui font pofitives different affez peu entr'elles, mais les
négartives diffcrent entr’elles presque du double.  Elles font alternativement
plus grandes & plus perites, de forte qu'il y a encore 2 cer égard queique
régularité, qui peut provenir des périodes que nous avons omifes 4 caulc
de la petitefle de leurs effets.  En mefurant ces plus grandes ordonnées je
trouve

Ll 3
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les pofiives — 5,9, lesnégatives — g,1

?-9 $!+ [ ]
6,5 . 11,4 :
1% TR

. 5,9 11,0
6,5 4,3

6,8 Somme = 46,3

Somme = 45,0 - - - = = — 450
Somme totale = 91,3

Certe fomme érant divifée par le nombre des ordonnées 13, donane pour
quotient 7°.  Ainfi en fuppolant que toutes les autres petites anomalies fe
.compenlent, ces 7 minutes peuvent écre regardées comme la plus grande
ordonnée, entant qu'elle dépend fimplement de I'expreflion ©,3783. p.
fin(w@—81°51'). Je dois remarquer que l'axe de la courbe GH doit
étre un peu incliné par la méme raifon que I'axe des courbes C1), Gl
de la premicre Planche.  Cependant ici cette inclinaifon eft beaucoup plus
petite, & l'erreur qui réfulte de ce que j'en ai faic abftraltion, ne va pas &
un quart de minute. Et comme l'effer en eft que toute la courbe eft plus
befle qu'clle ne devroit éire, cela contribue & en rendre les ordonndes né-
gatives plus grandes & les pofitives plus petites, d'une méme quanricé,
Ainfi cette erreur n'influec dans la fomme totale des 13 ordonnées qu'en-
tant qu'il y a une ordonnée pofitive de plus.  Cette fomme totale devroit
donc étre augmentée d'un quart de minute, ce qui pour le rerme moyen
de toutes produit A peine une différence d'unc feconde.

XXXIX.
En prenant de la méme maniere le terme moyen entre les années
1631 1644
1654 1670
1687 1703
1719 1736
y 1747 1763
1777 1793

1807
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auxquelles dans la Figure répondent les plus grandes & les plus petites or-
données de la courbe T K, je trouve la fomme de ces années — 223312,

laquelle étant divilée par 13 donne pour quotient 1717+—; de forte que
c’elt au commencement du mois de Novembre 1717 que tombe une des
plus grandes ordonnées de la courbe
0,3783 p. fin (2 — 81° 51')
ainfi
#—g1% 51" = ¢g0°
v = 171% 51,
Et comme nous avons (§. 38.)
%3783 p = 7'
cerre équation donne la valeur
P = 1855
& par conféquent nous aurons pour la courbe GH

— 37 cof (# —87.17) 4 2N cofl (¢ 4 go)

& pour la courbe CD
18,5. ine — 1N, finy.

XL.

Or pour ramener I'époque 1717+ dlacourbe CD, il faut en fou-
firaire 15-% 4 307 — 45,% ans, puisque c'clt au moyen de ces inter-
valles que la courbe I K a éré déduite de la courbe CD. Le réfidu fera
167252, Cleft donc vers le milieu du mois d'Avril 1672 que la valeur
de @ pour la courbe CD eft = 171% 51 Orla période « ¢rant
— 291 ans, cet arc de 171° 51’ répond 4 14 ans 1 mois, lesquels
étant fouftraits de 1672 ans 3% mois, donnent pour réfidu 1658 ans
3 mois; de forte que c'elt vers le premier Avril 1658 quon a » = o
Or pour ce tems on trouve

a8 T _g" 10% 38’
A—Ar = o. o.33.
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Ces valeurs érant fubftituées dans T'équation

[.fina+4m. fin(4d—2) = p.finw
‘donnent

— 0,9828 [—o0,0096. M = o.
Ainfi le coéfficient [ doit érre fi petit qu'on pourra n'y pas avoir égard.
Yen infere que M. Halley a déterminé l'excenrricité de Saturne A moins
d'une minute prés, du moins pour le fiecle ol nous fommes,

XLI.

Rappclons-nous maintenant que nous avons trouvé la courbe CD
de la feconde Planche, en ce que de la courbe 4B nous avons fouftraic
I'¢quation

— . fin 2.
C'éroit fimplificr la courbe A B en la déchargeant d'une de fes principales
anomalies. Nous pourrons maintcnant continuer cette opérauen en
fouftrayant de la courbe CD I'équation

18,5 . finw
que nous venons de trouver.  Ce fera la décharger d'une anomalic encore
beaucoup plus confidérable. Jai donc conflruit de nouveau la courbe

CD furla troifieme Planche., Jai encore confltruit la courbe LM, que
repréfente I'équation

18,5. finw
en forte que » —: o réponde au 1 Avril 1648 (9. 40.). Les diffé-
rences entre les ordonnées de ces courbes m'ont donné la courbe NO.
Cette courbe elt donc ce qui refte aprés qu'on a déchargé la courbe A B
des dewx anomalies

7. find

18,5 fin .
Je Fai pointée, afin de la fairc micux diftinguer. On voir que fes in-
Hlexions ont beaucoup de régularité,  Mais il convient de I'examiner de

plus prés.
XLIL
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XLII.
Je commence par les plus grandes ordonnées. Il y en a § pofirives &
autant de négatives. Elles répondent aux années

1573 1588
1603 1618
1635 1649
1666 1681
1697 1711
1727 1742
1757 1772
1787 1§02,

Ainfi les intervalles font affez égaux. Souftrayant 1573 de 1802 & di-
vifanc le réfidu 229 par lc nombre des intervalles 1§, on aura 30+ pour
quorient, ce qui differe trés peu de 3o, qui eft la période §. 1l n'y
avoit gueres moyen dc rendre la conftruftion plus exade, D’ ailleurs
on ne faic pas encore ce qui doie étre attribué aux anomalies dont jusqu’d
préfent nous n'avons pas tenu compte, Tout ce que nous pouvons dire
maintenant, Ceft que la fomme de ces autres anomalies ne fauroir plus éere
fort conlidérable, 11 fuffira d'abord de déterminer celle qui dans la cour-
be NO produit les grandes inflexions qu'elle a.
XLIL

Pour cet effet je divife par 16 la fomme des années que je viens d'ex-
pofer, & le quotient 1688 que je trouve, eft 'année qui nous fervira d'é-
poque, de forte que ceft au commencement de l'année 1688 quon a
finY — o, oubien ¥ — 180° Et prenantencore le terme moyen entre
les plus grandes ordonnées, jc trouve N — 21,5, de {orte que I'équation

21,5 . fin ¥
exprimera A trés peu prés la nature de la courbe NO.
XLIV.

Voilh donc ce que 'ai pu trouver relativement aux périodes de 603,
297, 3oans. Les perturbations de Saturne, entant qu'elles dépendent
de ces trois périodes, font exprimées par

Nouv. Mem. 1779, Mm
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18,5 finw 4 7. fin @ 4 21'5. fin ¢,
Ert en réduifant les époques A 'année 1688, on a pour le commencement

de cette année
(4]

» 3
P = aga
Y == 182

& en général
v 2P 4 3

Ces trois anomalics font les plus confidérables de routes, au point que la
fomme de toutes les autres, enrant qu'elles font périodiques, fe réduir A
fort peu de chofe.  Je dis: entant gu'elles font périodigues; car en confi-
dérant les courbes CD, NO de plus prés, on voit qu'elles ont pour axe,
non une ligne droite, mais une courbe telle que PQ. (§. 18.19.) On
voir que cette courbe pafle A tres peu pres par les milieux de toutes les in-
flexions de la courbe CD.  Je laifle indécis, fi c’eft une parabole dont les
ordonnees croiffent comme le quarré du tems, ou fi c’elt une petite partie
d'une courbe périodique de la forme

A.fin X 4+ B, finY 4 &c.
ou fi 'un & Vautre fe trouve avoir licu.  Jobferve feulement que la di-
re&ion de cette courbe cft parallele A I'axe vers I'un 1640, 3 un degré au
deflus, & que fes ordonnées rapportées & l'axe peuvent aflez bien éure re-
préfentées par

i i Iz
J  — 6 IIl oLy
10000

la lettre x défignant le nombre d'années A compter depuis 1640, Certre
équation renferme en méme rems ce qu'il pourroit y avoir 4 corriger dans
le mouvement & le lieu moyen de Saturne que M. Halley a mis pour bafe
dans fes Tables. Car on fait qu'une expreflion de la forme a 4 bx - cx
peut toujours étre changée en une autre de la forme A - BZZ, en fai-
fant x — X 4 d, & déterminant les valeurs d, A4, B en con-
ﬁqu:ﬂcr..
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XLV.
Comme done l'année 1640 peut tenir lieu d'époque pour I'équation
5 e (T, et

10200
nous I'établirons aufli pour les autres équations, Or je trouve pour cette

annéec

» = 137
¢ = 318
v =333

Je ne donne toutes ces valeurs qu'en degrés, puisque ce fera déji beaucoup
fi la conftruion dont je me fuis fervi elt exade 4 un ou deux degrés prés.
C'eft par la méme raifon & pour abréger les calculs, que J'ai cherché 3 ex-
primer en nombres entiers les mouvemens moyens de », @, ¢, Je trou-
ve qu'en 19 ans « parcourt 230 degrés, & que ¢ demande 27 ans
pour parcourir 160 degrés, & enfin que dans ce méme intervalle de 27 ans
w parcourt le double des 160, ceft & dire 320 degrés. Les perturba-
tions de Saturne feront donc exprimdes par

— 18,5, finw
— 7' fin®—21'5. find
- Erei l::nu

& j'entens que cetre équation sapplique au Leu elliptigue de Saturne que
donnent les Tables de M. Halley. Mais on changera les fignes, fi 'on veut
les rendre homologues & ceux que jai employés dans la Lifte des perturbae
tions obfervées que j'ai donnée ci-deffus (§. g.).

XLVI.

Il fera tems maintenant de comparer cette équation déduite des con<
ftru&tions avec les perrurbations obfervées, A cer égard je fuivrai 'exem-
ple de M. Halley (§. 1.), c'cft i dire que je ne me bornerai pas & calculer
une ou deux perturbations pour les comparer avec celles qu'on a obfervées.
Je les calculerai toutes, & commencer par celles d'Hevélius, qui en fait
d'exacticude ne le cedent 3 aucune de toutes celles qu'on a obfervées depuis,

Mm 2
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Pour faire ce calcul plus commod#ment j'ai commencé par caleuler trois
Tables, Tune pour — 18,5. finw, lautre pour — 7. fin @ — 21’5,
fin v, & larroifieme pour — 1’ - 6. -i—j.:-;. Enfuite j'ai dreflé une
Table des époques pour «@ & P, en me bornant aux degrés entiers, afin
de m'épargner la peinc de chercher des partics de minutes dans une
matiere ol il s agir de 20 & plus de minutes entieres.  J'ai donc cal-
culé d'abord les perturbations pour les commencemens des années, & jai
meluré les ordonnécs répondantes de la courbe A B, ces ordonnces tenant
un certain milieu entre les erreurs auxquelles les obfervations elles- mémes
font fujertes.  La premiere page de la Table ci-jointe donne dans les co-
lonnes O le nombre de minutes & de parties décimales qui répond aux
perturbations déduites des obfervations. Les colonnes C donnent ces
mémes perturbations calculées, Enfin les colonnes 1) marquent les diffé-
rences entre I'oblervation & le calcul.  Quant A la colonne €, je P'ai cone
tinuée jusqu'd 'unnée 1817, pour que dans la fuite on puifle voir fi le cal-
cul répondra auffi bicn aux obfervations que jusqu'd préfent.

XLVIL
Apres avoir calculé les perturbations pour les commencemens des an-
nées, il n'éroit pas difficile de les trouver pour les tems des oppofitions ob~
fervées, La leconde page de la Table ci-jointe en fair voir le réfultat.
Les colonnes font les mémes.  Les perturbations marquées dans les colon-
nes O font celles qu'on a obfervées, ou qui répondent aux: points mar-
qués le long de la courbe A48 dans la premiere Planche (§.11.). Je
pouvois prendre les ordonnées de cette courbe A B, mais a1 micux aimé
laiffer les obfervations telles qu'elles font. On voit nonobftant cela dans
les colonnes D, que les differences entre les obfervations & le calcul ne
vont qu'affez rarement au deld de deux minutes. Je ne pouvois gueres at-
tendre plus de précifion de la maniere done je fuis parvenu 2 calculer ces
perturbations. Il faudra méme conclure que toures les autres anomalies

qui ne font pas comprifes dans la formule
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— 18,5. finae
— 7. in® —21,5. finy

== P 16350
que j'ai employée dans ces calculs, ne fauroient érre de grande confe-
quence.

XLVIHIL

Cette formule paroit éere aflez exalte pour ce qui regarde les coéfhi-
ciens, mais elle pourra étre en défaur par rapport aux époques, quoiqu'd
cet {gard encore l'erreur ne puifle éere fort grande. L'argument », de
méme que l'argument &, parcourt cnviron 12 degrés paran. Cela faic
qu'une année peut produire une diffcrence de prés de 4 minutes dans les
perturbations pour chacun de ces argumens.  Si donc je m'étois trompe
pour I'époque de chacun d'une année entiere & en fens contraire, la diffé-
rence iroit 3 § minutes. Mais auffi elle feroic trés petite, fi je m’étois
trompé en méme feas. Ce dernier cas paroit avoir lieu. .Car il arrive
que depuis que nous avons des obfervations exadtes des oppolitions de Sa-
turne, ces deux argumens s'entredécruifent toujours en grande partie, de
forte que jusqu'a préfent on a obfervé la différence de leurs effers plutor que
leur fomme. Cleft ce qu'on voir fans peine dans la troifieme Planche, ol
la courbe LM [e trouve presque enticrement en oppofition avec la cour-
be NO. Ce n'eft quavant 1650 & aprés 1750 qu'elles commencent
3 ¢'écarter plus confidérablement. Ce qu’il y a de fingulicr & cer égard
c'eflt que eft précifément pendant le fiecle ol 'on a commencé & recher-
cher les perturbations de Saturne, que ces mémes perturbations éroient les
‘plus perites, & par conféquent les moins perceptibles de toutes. Dans
d’autres fiecles la partie

— 18,5 fino—=9 finP—21,5. finy

pouvoit aller & 46,3, ou bien au deld de 2 degrés. Depuis 1650 jus-
qu'en 1740 elle ne monte pas A 11 minutes. Cependant fon effer ira en
augmentanr, comme on le voit dans la Figure G H de la feconde Planche.
Les argumens «, v forment enfemble une période compofée d'environ

Mm 3
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994 ans, de forte qu'il faut prés de 10 fiecles avant que I'effer compole
ait fubi toutes fes variadons particulieres. Or je remarque que les différen-
ces entre les perturbations obfervées & celles que je viens de calculer, fui-
vent un ordre affez femblable. Dans la premicre colonne elles ne vont
gueres & 2 minutes. Dans la feconde cela arrive plus fréquemment.  Dans
la troifieme elles paffent déjh affez fouvent les 3 minutes, de forte qu'y cet
égard clles paroiflent aller en augmentane.  Je remarque aufli que dans cha-
cune des trois colonnes I les plus grandes différences font toujours néga-
tives. Ce font méme les feules qui aillent en augmentant.  Car les plus
grandes différences pofitives fonr partout A trés peu prés !r:s m:':mt:s, & au

defflous de 2 minutes, Si, au lieu de prendre - &', , On prenoit

i 65« 10000

eomme nous l'avions trouvé ci- deflus (§. 19.), alors les différences po-
fitives deviendroient un pev plus grandes & les négatives plus petites, ce
qui, furrout dans la troifieme des colonnes D, approcheroit les plus gran-
des différences pofitives & néganves un peu plus de I'égalité,  Mais la cour~
be P Q dans la troifieme Planche ne femble pas aurorifer ce changement,
& c'eft peur-érre déjd beaucoup trop que d'avoir pris de 6 minutes cet-
te ¢quation, qui dans un intervalle de 2000 ans produiroit une différence
de 4o degrés, tandis que la comparaifon des oblervations anciennes avec
les modernes ne la paroit donner que de g degrds, & méme en fens con-
rraire, Voild ce qui me faic plutde croire que la courbe PQ eft dbe A
une ou 4 plufieurs caufes périodiques, qui ne font pas encore bien connues.
XLIX

Les argumens », ¢, ¥ ne mont fervi que pour abréger les calculs.
Comme ils font compolés des argumens A, a, A4, il s'agira de les y ré-
foudre. Or c'eft ici qu'il feroit trés néceflaire de connoitre cxa&tement les
époques des argumens @, P, ¥. Je les prendrai celles que je les ai em-
plovées dans les calculs préccd:ns, en puﬁnt our

1712 I 58 l 93 l 223

10000
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Les équations qui expriment le rapport entre ces argumens & les argumens
A, a, A, font les fuivantes:

D. fin(2A— 4A4) 4 ¢. fin(r — a)

1. fin a ~+ m. fin(A —2)

p. fin (gr—24) 4 Q. fin(2r—2a)

Or pour 1722 je trouve par les Tables de Halley

2A — A 9% 17% 56, 4"l4rA—aAd=17. 5. 52. 8

A—a o. 6. 58, 32 |2A—32a —To.13. 57. 4

a — 11. B 5% 38

A—A = 1. 27. 58. 6

& pour trouver encore de quelle conféquence pourra étre l'errenr des épo=

ques, je poferai pour la méme année

— 7', fin @,
— 185, fin.w,
— 21,5.fin ¢,

1]

o = 58° 4 =
¢ = 93 + ¢
¢ = 223 - 7.

Les valeurs =, &, v fonr affez petites pour qu'on en puiflc omertre les
puiffances fupéricures,
L. :

Pour réfoudre ces équations avec d'autant plus de facilité, Tobferve A
l'égard de L premiere, que les argumens 24 — 4, A —a, ¢ ayant
unc méme période, ils augmentent ou diminuent d'une méme quantité
dans un méme intervalle de tems.  Je les changerai donc en forte que d'a-
bord 24— A, enfuite A — a devienne = o. Ce qui arrive en ajou-
tant 2% 13°% 3. 56" & en fouftrayant 6° §8. 32". Par A nous aurons
les deux équations

a + ¢.fin(2%19% 238" ) =—9 . fin (5% 15°3. 56" €)
+D.fin(9%10%57.32) 4+ » —=—7.fin(2. 26, 1.28 6€)
d'oli I'on déduit

D = + 7,11 4 o)07.6,

E = — 1,84 — 6,39 E.
On voir par Ih que V'erreur qu'il pourroit y avoir dans 'époque de l'argu-
ment P, ninflue presque point du tout dans la valeur D, mais quela va-
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leur ¢ en fouffre d'avantage. Si le coéfficient de fin P, que jai pofé
— 7, devoit éwre plus ou moins grand, les valeurs D, ¢ en feroient
augmentées ou diminuées proportonellement.

LL
Quant 4 la feconde équation, les argumens a, 4 — 2, « ayant une
méme période, je changerai lcurs époques, d'aborden y ajoutant 21% 4. 227,
enfuite en en retranchane §7°% 58 6% Par 1) nous aurons les deux équa-
nons

* 4 0,9818 M = — 18,5 (0,9819 + 0,1894. «)

— 0,9904 | » = — 18,5 (0,0006 4 1,0000,4)
d'od 'on déduie
m S ]Erﬁ.ﬂ ot 3‘1-5?' .

{1l

1 + o,11 < 18,68. «.

. LIL
Enfin en ajoutant 4° 24°% 7. 52" aux époques des argumens
4r—12.4, 22—a, ¥, & en en recranchane 13°% 57 4%, on parvient
aux deux équations
. + 0,3732 q = — 11‘:5*":511 241 + ‘31991]*?)
— 0,373 » = 21,5 (04855 + ©,8742.7)
d'olt l'on déduit
= — 7ty — §7116. 7.
P = — 27,97 — 590,36. 7.
C'eft donc ici que l'erreur des époques peut avoir la plus grande influence,

LIIL.

Les coéfficiens D, ¢, [, m, P, q fe trouvent donc éere dérerminés
en forte que fi ceux des argumens répondans @, «, ¢ ne font pas fuffi-
famment exalls, il faudra les augmenter ou diminuer proportionellement.
Voici donc enfin les perturbarions de Saturne entant qu'elles dépendent de

CCs argumecns:
+
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+ (Ot 4 18,68.2) (1 4. fin «

— (18,50 + 3,57.4).(1 ). fin(A4—21)

4+ ( 7,01 4+ 0,07.€).(1 4 +). fin (22— A)

— ( 1,84+ 6,89.6).(r + ). fin (A —a)

— (27,97 + 50,36.%).(1 4 ¢). fin(g2r—12.4)

— (7015 4+ 57,16.%).(r 4 ¢). fin (22— 2a).
Les lettres p, v, ¢ défignent des fradtions trés petices, & les lettres
e, &, y des arcs de cercle, le rayon érane — 1. Ces arcs de cercle
e paroiflent gueres aller au deld de 1 ou 2 degrés.  En faifant toutes ces
valeurs p, v, ¢, 2, &, ¥ = o, cete formule fe change en

-4 o\11. fina

—18,50. fin(A—2)

4+ 7,11, in(ar—.A) 27,97. fin 2 (2 A — A)

— 1,84. fin(A — a) — 7,15. fin2 (2 — a)

& cette expreflion eft équivalente 3
— 18)5. fine — 7. finP— 21%5. fin,

LIV.

Aprés avoir débarraflé les erreurs des Tables de M. Halley de la plus
grande partic des irrégularités qui s’y trouvent, il refte A voir fi nous pour-
rons encore tenir compte des minuties.  C'eft donc 3 la colonne D de la
Table que je viens de donner pour les oppofitions de Saturne, que nous
pourrons nous en tenir.  J'avoue qu'en confidérant d'un céré que cetre fiffe
réduite (c'elt ainfi que je 'appellerai pour plus de briéveté) ne va que rare-
ment au deli de deux minutes, & que d'un autre c¢6té les erreurs des obfer-
vations elles- mémes vont quelquefois  plus d'une minute, j'ai douré fi je
pourfuivrois ces recherches, ou s'il ne valoit pas autant en relter 3 ce que
jai déjd trouvé. Il ne s'agiffoic cependant que d'eflayer; & comme les
échelles dont je me fuis fervi dans les conftruélions précédentes pouvoient
érre aflez bonnes, tant qu'il éroit queftion de 20 minuces & plus, elles ne
me paroiffoient plus propres pour les conftru&tions fuivantes, ot il s'agic de

Nouv., Mem, 1779, Nn
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divifer une minute en parties décimales. Il convenoit d'en employer de
plus grandes.

LV.

Vai donc tiré au bas de la trroifieme Planche une ligne droite qui piie
me fervir d'axe.  Je V'ai divifée en 120 parties, pour marquer le nombre
des oppofitions de Saturne.  Au deflus de cerre ligne j'en ai tiré une autre
parallele, ol j'ai marqué les années répondantes  ces oppofitions,  Sur le
devant de ces lignes j'ai tiré une perpendiculaire, divifée en minutes & en
parties décimales de minutes, qui fe comprent depuis 'axe.  Cleft fur cer-
te échelle que j'ai pris les nombres de la liffe réduire, pour en former autant
d'ordonnées qu'il y a d'oppofitions. Ces ordonnées ne fonr pas tirces dans
la Figure. Je n'en ai marqué que les extrémités par des points.  Si les ob-
fervations étoient exaltes, tous ces points devroient former le contour d’u-
ne ligne courbe affez réguliere.  Mais cela n’ayant pas lieu, il s’agiffoir de
tirer cette ligne courbe de maniere qu'elle paffic entre ces points, comme
tenant le milieu de toures les petites aberrations.  Cleft ce que je pouvois
faire affez bien depuis a jusqu'en b, c'eft & dire précifément jusqu'd I'en-
droit olt M. Halley lui- méme a fourni la lifte des erreurs de fes Tables d'a-
pres les obfervations faites & Dangic & en Angleterre.  Mais depuis 19720
jusqu'en 1763 ces points n'ont plus une pofition affez réguliere pour con-
tinuer cetre ligne courbe avec quelque affurance.  J'ai d'abord tiré bien ou
mal & avec peu de conviclion la courbe be.  Je ne pouvois gueres la faire
monter de b en d, defcendre de d vers ¢, remonter de e vers f] re-
defcendre de f vers g, remonterde g vers & & enfin defcendre de £
vers ¢. Clauroir éeé la faire pafler d'une extrémiré & Pautre & la rendre
entierement hétérogene A fa partic antérieure ad.

LVL
Aprés avoir donc tiré la partie be avec fi peu de cerritude, il ne reftoir
d'autre moyen que de l'affujetrir & quelque examen. Nous avons vu ci-
deffus que les perturbations périodiques de Saturne reviennent en §9; &
60 ans., Jai donc transféré la courbe ab en bk, en lavancant de
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6ol ans, & j'ai vu que cette courbe bk affefoit rour auffi bien que la
courbe bc de tenir quelque milieu entre les points qui devoient, pour ainfi
dire, me fervir de guide pour drer cerre courbe be. Voild donc une
nouvelle incertitude.  Mais tour bien confidéré, je dois préférer la courbe
bk, quielt en quelque forte la continvadon de la courbe ab. En effer
ces deux courbes fe joignent en & de telle maniere, que non feulement elles
fe touchent, mais qu'elles ont encore une méme dire&ion, & un méme de-
gré de courbure. Regardant donc les deux courbes @b, bk comme unc
méme courbe abk, je paflerai d un autre examen,

LVIL

Yai fouftraic chaque ordonnée de cette courbe abk de celle qui en eft
éloignée de 307 ans, & les différences m'ont donné la courbe mn, rap-
portée 4 la higne ol J'ai marqué les années, comme & un axe. Or jai vu
fans peine que par les points d'inflexion de cette courbe mn je pouvois
faire pafler une courbe pg, dont la courbure eft extremement fimple, &
qui laifle la courbe mn alternativement & 2 portions affez égales au def~
fus & au deffous d'elle.  J'ai vu fans peine que ces deux courbes fe croifent
A des intervalles d'environ 1o ans, La premiere fois cela arrive vers 1695,
& la fixieme vers 1744. Soultrayant 1695 de 1744, & divifant le ré-
fidu 49 pur 5, le quotient eft A trés peu prés 10, Clelt donc A la pério-
de A quelacourbe mn fe rapporte. Quant A la courbe pg, fes deux
maximum font prés des points p, ¢, 4 une diftance d'environ 61 ans, de
forte que cette courbe fe rapporte A la période @, rout de méme que la
courbe G H dans la premiere Planche. J'obferve méme que ces deux
courbes ne font que le fupplément I'une de l'autre, Car leurs fommets & les
points ol elles paflent 'axe tombent A trés peu prés fur les mémes années.

LVIIL
Cela m'a fait voir qu'en évaluant les plus grandes ordonnées de la
courbe GH i 14 minutes (§. 33.), je les ai fait trop grandes de 1+ mi-
nutes. Ainfi, au lieu du terme
— 2. fn@
Nn 2
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il faut prendre

— 6,25. [in ¢,
ce qui donne (§.53.)
1 — v = 1 — -

x gy i

& par conféquent on aura les deux termes
+ (6,35 + 0,06.€). fin(22 — A)
— (1,64 4 6,15.€). fin(A—a).

LIX.

Quant A la courbe mn, je trouve qu'elle répond A la période A, non
feulement en ce qu'elle croife la courbe pg (confidérée comme fon axe)
de 10 en 10 ans, mais encore par rapport aux époques. Car en 1687+
ona A — 84" 36. Or aprés 307 ans, ceft A direen 17185, on
trouve A — 27%5°.24. Or

fin 275% 24— fin 84°. 36" = 1,9912. cof 180"

Si donc la courbe mn répond A I'expreflion

t. fin A
il faur que fon minimum rombe en 17183,  Er ceft auffi ce qui a liew.
Car c'eft A qu'elle s’abaifle le plus au deflous de la courbe pg, confidérée
comme fon axe. La plus grande ordonnée fe trouve éore — 1,04
Cela donne

— 1,0912 I' = 10}

F — o,52.

Ainfi nous aurons pour les perturbations de Saturne 'équation

— 0,51, finA )
qu'on pourra joindre i celles que nous avons déjh trouvées ci- deffus.

LX.

Les deux correfions que je viens de trouver demandent encore que je
corrige les perturbations calculées d’aprés les premieres formules, Cleft
ce que je n'ai pas manqué de faire, afin de voir quelles feront les perturba-
tions réfidues. Je joins ici une feconde Table entierement analogue 4 la
précédente, On verra dans les colonnes D, que les différences enwe les
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obfervations & les nouveaux calculs ne laiffent pas d'éere par ci-par [3 affez
confidérables, quoique généralement parlant elles foient plus perites que
dans la Table précédente.  Mais pour voir ce qui en eft, j'ai conltruic fur
la quatrieme Planche celles qui répondent aux obfervations, en me fervant
des mémes échelles que j'ai employées pour conftruire les différences de la
premiere Table. Cleft encore ici que les obfervations fournies & compa-
rées par M. Halley lui- méme ont dii me fervir de gmde pour urer la cour-
be rs en forte qu'clle tenne un certain milicu entre les points trouvés au
moyen des différences.  J'érois indécis fi je la ferois monter d'avantage
vers ¢, & baifler d'avantage vers v & w, parce que dans ces endroits
il y a des points qui s'¢loignent fort confidérablement de l'axe.  Cela pou-
voit avoir licu fi cette courbe éroit die & deux périodes peu différentes 'une
de l'autre, telles que font celles de 297 & de 30} ans.  Mais dans ce cas
la diftance entre les points des plus grandes ordonnées feroit ou plus gran-
de ou plus perite que n'elt celle qui répond 4 un nombre de 29% oude
jorans. Mas je rouve que cetee diftance des plus grandes ordonnées
répond affez exaltement & 297 ans,  Ainfi je pouvois regarder la courbe
rs comme dépendant rout fimplement des périodes a & A4 — A, qui
fontde 297 ans.  Elle offre encore toute la régularicé requife pour cet ef-
fer; aufli I'ai-je virée en conléquence de ces confidéranons. En renanc
compte de cette courbe les différences diminueront confidérablement.  Car

on voir que les points vers £, v, w qui s'éloignent le plus de la courbe,

s tloignent encore d'avantage de l'axe,
LXI.

Certte courbe rs s"abaifle au deffous de I'axe plus qu'elle ne monte au
deffus. Je&trouve que fon véritable axe eft o',6 au deffous de celui qui 2
fervi de bafe pour la conftru@tion, ou bien que C’eft la droite r7. Le
point d'interfefion répond au commencement du mois de Juin 1661, &
la plus grande ordonnée eft — 1,2 minute, Pofant donc

§.fina4t.fin(A=—2) = = 1’2, finx
on aura pour le premier Juin 1661

N = @

Nno 3

FlL ¥
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&
a 10% 19°% 19’
A — A 1. 8. 113.

Ajoutant & chacun de fes argumens 1%, 10°% 41/, on aura

¥ = 1% 1% 41’
& =0
A — A2 = 2. 18. §3.
Otant des mémes argumens e 12, On aura
% = ot ax’ Al
= g ¥ %
A=A = o.

Par 12 on obtient les deux équations
s 4 t.fin(2%18%53) = — 1h2.fin( 15 10°% 41"

-+ 8. fin(9°% 1 1°% 7 » — —1,2.fin(10. 21. 48)
ou bien
-+ o,9812 It = — 0,78
— 09,9789 8 = -+ 9,74
ce qui donne

t = 8 = — o|8.
Donc la nature de la courbe rs fera exprimée par
— 0,8 fina — o0,8. fin (4 —1).
Et voild la corre@ion que demande I'équation
<+ o,i1 fina — 18,50 fin(A—2)
que nous avions trouvée ci-deffus (§. 53.). Certe équation corrigée fera
donc
— 0,7 fina = 19,3. fin(A~—=2)
& au lieu de

E.xrx
F

——— I

+ 10000

on pofera
£ rr

_ ﬂr’ 4 + 1200 ﬂ'.




pES Screwces 8T Berres-Lerraes. 189
LXIL

Me voici enfin parvenu & ces minuties ol les erreurs des obfervations fe
confondent avec les perturbations de Saturne qu'il s'agiroit encore de trier.
Il y a méme les perturbations du mouvement de la Terre, qui fe confon-
dent avec celles de Saturne.  Jai cependant tiré une nouvelle ligne droite
ab pour fervir d'axe, & prenant les diftances des points de la courbe rs,
ces diftances m'ont fourni les ordonnées, dont jai pareillement indiqué les
extrémités par des points.  C'éroit pour voir fi ces points affecteroient en-
core de fuivre les inflexions de quelque ligne courbe.  Bien ou mal j'ai cru
pouvoir faire pafler entre ces points la courbe ¢d en forte qu'elle tint un
certain milieu, & que fes inflexions ne fuflent pas trop anomales. La pre-
micre moitié de cette courbe offroit beaucoup moins de difficultés que la
feconde, ol il y a des points qui femblent néceflairement indiquer des ob-
fervations affez peu exaétes, témoin p. ex. les points ¢, f, qui ne different
que d'une année, & qui nonobltant cela different de plus de 3 minutes.
Les points g, 4, ¢ paroiffent également fort fujets & caution,

LXTIL

La courbe cd a fes plus grandes ordonnées affez régulierement diftan-
tes 'une de l'autre d'un intervalle d’environ 12 ans, quoique du refte ces
ordonnées forent d'une longueur fort inégale. Or l'argument 4 + a
fournit une période de 11,87 ans.  Fai trouvé leffer de cet argument

— o,5. in(2x 4 a).

Souftrayant cer effer des ordonnées de la courbe cd, il m'eft refté la
courbe k/, dont les ordonnées jusques vers I'an 1720 ne paffent pas une
minute, & je laifferai indécis ce qu'il faut conclure de ce que depuis Pan-
nee 1720 ces ordonnées commencent & érre plus grandes.  Mais je ne
puis m'empécher de répéter ce que j'ai déji dit plus haur (§. 55.), quela
lifte des perturbations de Saturne jusqu'd I'année 1720 a ¢té fournie par
M. Hulley lni-méme, & que les obfervations dont il a fair ufage, font
celles qui onr écé faites & Dangic & en Angleterre.
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LXIV.

Parmi les argumens qui reftent, il y en a deux dont 'effer paroir pou-
voir érre fenfible.  Le premierelt 4 4 A, & fa période eft de 7,4260
ans, de forte qu'en moins de 4 ans il pafle de fon maximum 3 fon minimum.
L'autre argument eft 34— A, & fa péniode eft de 14,96 49 ans. Mais
je ne trouve rien dans les dernicres courbes qui puiffe indiquer quelque ef-
fer de ces périodes, de forte que ces chets doivent éure peu percepribles,

LXV.

J'en viens donc A expofer le réflultar des recherches précédentes. Ce
réfultat confifte briévement en ce que les perturbations du mouvement de
Saturne en longitude, telles qu'elles ont éré obfervées & comparées avec
les Tables de M. Halley, peuvent étre repréflentées par la formule

— 0,4—0,7. ina—2o0o,5 finA
—10,3. fin(A—2)
+ 6,3, fin(22—.A) — i§,0. finz (22 —-AJ

— 1,6. fin(2 — a) — 7,1. fin2 (A —a)
4 o0,5. fin(r 4 a)
+ 5: Iﬂ-ﬂﬂﬂl

Cette formule s'applique au lieu elliptique que donnent les Tables de M.
Halley, pour avoir le vrai lieu ou la longitude héliocentrique de Saturnc.
La fuite des tems fera voir jusqu’d quel point cette formule continuera de

. rr i
s'accorder avec les obfervations, & furtout fi le terme 6. — clt récl-

fement une équation féculaire, ou s'il eft dit & quelque caule périodique.
La courbe kI rne laiffe pas de s'ahaiﬂ':r de plus en plus au deflous d: ['un

axe. Cela faic qu'au licu de 6, —-—-, il faudra plutde pofer 6,5. ——

[ £ lebe e 10090

ou prendre ce coéfhicient encore plus grand, pour que notre formule tien-
ne d'autant plus le julte milicu entre les obfervations.

e == - —
— —

1. Com-
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I. Comparaifon des Perturbations de Saturne olfervées & calculées pour
les commencemens des années depuis 1658,

0 C 8] 0 C B O C [
+ 1.3l 1 — I 0 — 51] —T17 + 7.7
+ 39|+ 57 =19 5! [ + 37
+ LI+ 5.3 — 9 — 47 [—28 + 53
+ 47|+ 37 - - sl |=—1,5 + §d
+ 25 4 ],.5 — -— a9 —1,8 4+ 1,0
+3.8[+ 3.7 — — 3ulf—1,3 - 17
+3.1|+ 3’5 J— = hl|—0,]} = 4.0 |
+3.4|+ 37 —_ e (4]
+ 37|+ 3.9 — — hi[—0,6 107
+40|+ 41 - — 33|=—0,3 —13:6
+ &3+ 4o + — &fil—23 —16,0
+4&51+ 3.9 + — 533 |=—1,2 —18,3
+46|+ 3,9 + | 6i8]—1n =303
+ 45|+ 3.9 + —_— ByF 1,1 —L1is2
+ 42|+ 3.6 -+ —10,4|=—0,4 —1 3,
+jla + 311 + =1 0| 4 0ud —i3:3
+ 34|+ 34 -+ —1d 3|+ =i 4
+3,8+ 32 + —16,1| 41,3 —11,4
+ 1,2+ 27 + —1 79| 1.6 =120
134 3,1 + —=19:a] 41,6 —19,8
40,514 1,3 + —a0,6l 41,2 — 17,8
—o§ |+ ©:8 + —32 14|+ ol 157
—_—14 = o1 + 6,7|=—1,2f—31,4}==11,7| 40} 13.7
—1,4!l— 0,8 + 57|—Li}—i11,6}—21,8] o —1 1,5
— il |— 1,3 + 5,91, f|=—al§|==20,0|==0,F - g,0
A EE + 3.6|—13}—20,8/—21,0] 40,2 — 7,9
— 34— 3,0 + 2,1 [=0,f]—20,1|—19,5|—0,7 — 6,5
—3:3 1= 3R + 0§ |=—0,§|—18,7|—17,6—1,1 5ot
— 38— 4,9 — Lol+olf—I17.f—112]—1,} — 5.5
—3|— §. B e 1 | +ﬂ|-‘|—1 Fo7|=12:8=—1,% —_ 6,0
— | — &4 — 36| O B)—13,5|—10,0]—3,5 — T2
—b,41— 743 - 5+ Ld]—112 = Ti|—4o 1
—Ty6|— B! — 58| +1,0]— Bij|— 4s4|—30 — 10,9
—B.4|— 8,7 = G|+ 13— 59— L6l—43 =t
—3.5 — i'.] " ?rl + 02 ]Ii + 1,2 -""*..T. _lﬁis
—g2|— 9,8 — 7|+l — a4+ sal—a4 —18,0
=95 = %9 — 7|+ o9 + 49 22}
—9.7|—19,1 — Tvi| o + 6 —26,8
— 8 =102 — Ty ¥ |y 1 + 74 —i93
—g,8—10,2 - 6,9|—0,9 I+ 8o 33z .

Naur, H’Eﬂ!- I?‘?’t ﬂ o
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II. Comparaifon des Perturbations de Saturne obfervées & calculées pour
la fuite de fes oppofitions depuis le 3 Avril 1658.

0 C 1 (8 C b | o C D 0 C D
+ 47|+ 60l—1,3— 9,4|—10,0|4 — 40— 1,0
-+ 115"" b1 =l — ﬂ-? — H|HI i o = ;9= 1,3
+ 30)+ 4.9/=—1,9}— B.ol— 7,9|— — 3= 1,1
+ 264 37—l f— 6,0|— 6,9 j— 3s1|— 2.3
t 203+ Gobl=1,30— 4.9]— 5.0+ — 2,84 0,3
+ 3|+ 37|—0bl— 44— 35— i
+ 33|+ 36 |—ai]l— 2,7 = 2,1)|— — LT |=— 1,0
+ B4+ jbl—on]— cu)— od]+ = 50 e
+ 3T+ 40—+ oll4 10— -_— 5l 3
+ 3.8]|+ 4.0]—ouz]4 2 3|+ :.5!'— — Ti— 2,2
+ 43|+ 39| +odl+ i+ 30— — Sl |— 3.3
T+ 47|+ ) +obl4+ 4]+ 49— ==10:§j=— IL.I
+ 7|+ 39| +obl+ 424 61— —I3i[+ o
+ 38|+ 37|+l 4.5+ 70— -1 5.1 o
+ 3|+ 35— 4+ Gl 70— —172 4 1,2
+ 36|+ 3l ool el g2)— —ilb 4 12
+ 3.1i+ 322 o 4 6]+ B.5i— —0) 4 1,0
+ 11!f+ IiF _nl3 + .8 + -Fh?— e L -I'-

+ Lild 33 —074 0,2+ 77— —0,l —
+ c.:'|+ "'ﬂI:ﬂf -+ 5,34 Tl = -11,-:: o
= &, 7|4+ o9]|=—01L604+ 49|+ Fi|— —11,0] 4
— L§|l— ou|—L8l+ n3l+ Su4|— —11,0|+
= il 0 8l—13]+ 27|+ 4u|— -19,%| 4
- 30|= L4|=—1,004 0,54 2,9|— 1T
— vl 2,3]=1,2 o7+ 5L,i|=— & 1Y | oy
— 33— 30]|—oa]— nil— o —13,0/—
— 3'?— = +=l; 1,0 hE + w— ] Oy [ fo
— Bff=— | tbf— 22— 31|+ — 71—
4$3=— 19|+ Lof— Sd|— 44|+ — i
— 59— 66| 407f— 47— 55|+ — 14—
Fit . g $:5]=— 6,74 + 1,3|—
— Bol— §,0l— 7,01+ + 3= 47
— 51.3 —— !1-1 Jr— ?-i + 6
= #3— 7ial— 7+
- 5.6 74+
G0 63— 75|+
—_— Oy l—1e,2 6.5
9:7 b,9|— 6,3|— o6
— gyl |—i10,1 Tl j=— .= 1,1
— 9y |=—10, g8.7l— 4.7|— 4.0
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II. Comparaifons corrigées pour les commencemens des années.

0 & Ly Q C (B] L C D
+53 |+ 49| +od | —H7 | — %7 | +0x | — B0 | — 6,7 | —1.3
+39 | + 45 | =06 | =95 | =104 | +06 | — 7,7 | = 5.9 | —1,8
+]t| + “l' =0 -?l; — 91? +¢r‘ = ?r’ —— 'hi _1I?
+3.7 | + 26 | 40,1 | =88 | = 8,0 | —0,8 | = 6,6 | = J1 | =—2,5
+ 1.7 + 2,7 — —8.1 — 5*9 =1, Sp— 5-? -_— 2,6 = 3l
+ 1.8 + 3.0 —0,2 -l — 55 | =1, — g il 13 a1 |
+ 3.1 + 3.9 + 0l —f = 4,1 —1y7 —_— 34 m— Tad —] .0
+34 1+ 33 40— | =7 | =] —129| =120 |—29
+3:7 + 3.7 o —Li | — 5L | —hk} | — 249 | — 3,3 | =—0,7
+40 | 4 4.0 o —ls] | = 0,0 | =1,2 J = 3.6 | — 3,] _—1,%
+43 | + 42 | +93 +04 | + 14 | —10 | — 5.0 | — 3.8 | —i.8
+47 | 4+ 3.9 | 406 | #5180 4 20 | =03 | — 6,5 ] — 41 | —1.4
+46 | + 39 | +0.7 | +29 | + 36 | —07 | — B2 | — 5.7 | —23
+ 4.5 + 3.8 +o,7 + 37 + 47 =10 = 9'|'ls i [ ™ |
+42 | 4+ 35 | 407 | 445 | + 58 | =13 | —i108 | = 95 | —13
+38 | + 33| +ous | +52 | + 64 | —La | =122 | =118 | =04
+ 3.4 + 3.2 | 402 | 457 + 6,8 | —1,0 ) —13,4 | —13,8 + 0,4
+1.58 | 4+ 2.8 o +62 | + 7 | —12 ] —148 | —15.8 | +1,0
+23 | + 23 [ =00 | 464 | + Tt | —0o | —163 | =177 | 41,4
+|*5 : b7 —_—Cd +EIL + ?1? — -—I?,E —1 1 -+ 1,5
F+o5 | + i g —og | +63 | + 67 | —L3 § —194 | —310,5 | 1,1
—2 | + 03 | =10 ] 46,2 | 4 6,0 | 40,1 | =206 { =213 | +0,7
— 1.4 2] — e -+ 53 =+ ‘hl'; —yl —32l4 —_—21,0 == Sl
—34 | — o7 | =17 ] +46 | + 4.6 o =106 | =—11,4 | =02
30 | — 1,0 § =2,0 } 41,5 + 40 | —2,8 ] —21,4 | =—10,6 | —0.8
=14 — '.'ﬁ 1.5 '1‘11!; S 2,9 —Cy =B —_— 0 —_—
=—3d | = 23 | —na ] +1.3 | + 16 | —03 | —20,2 | —15,0 | =1,1
—33 | — 2.9 | =04 o T Ot | oy f =187 | —170 | =17
=58 | =39 ] 43 | =29 | — 1,3 | +4 | —1705 | —14s88 | —0,9
_4|; — 416 +ﬂ,!. —150 - 17 +2,¥ et % 1Y =123 -3
el | == 5,1 o =28 | = 37| +09 | =133 | — 96 | —3,9
—ﬁui — 1 —0,3 -7 ol + 104 et B P e E.? =i}
-7 | == 7.0 ] =06 | —4B | = 59 | +1s1 | — B4 | — 4.2 | —4,2
—8d | — 76 | —2,8 g —53 | — 69| +1.4 ) — W | — LT | —4=
—fB | = B3 | —0F | —0% | — 7:d _+I1.f = 32 | + &7 | —59
=42 ] =91 | =00 | =65 | =77 | +02 ] — 12| 4 3,7 | =3y
=05 | = 9,0 | =o,5 | —6,8 | = 81 | 41,3 + 42 |
—0:7 — '91-! +¢h1 _"?ll — ?:B +U‘|.; + Ill
=08 | —10,0 | 40,3 | =76 | — Bt | 499 6,3
—_— 8 | =—1a,1 +o.3 8 —7R | — T4 | —Ou4 4+ 6,9
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IV. Comparaifons corrigées pour les oppofitions.

0 C D 0 C D I 0 C n
+47 | + 48 | =01 | — 94 | —9B | ¥4 | = 60 | — 4,0 | —3,0
-+ 1, + 4.4 —5:0 § — BJ? —8,5 —0,2 = i —_— 1,6 % |
+3,° + 3.6 —o,6 — 80 —7:3 | —O,8 | — 42 = I;§ -7
3,8 | 4+ 2,6 o — 6,9 | =60 | =08 | — 33| — 23 | —10
+43 | + 3B | —o0f | — 49 | —44. | =05 | — 2,5 | — 3.0 | —0,3
F3 | + 30| Foul | — 44 | —2F | —1, — 44 | — 3,2 | =—2,2
ThI |+ 31| +92 = 37 | =L7 | =30 ] = 4,7 | = 2,1 | —3,8
+36 | + 35| 4ot J— o0 | =03 | —o0a | — 50| — 3,7 | —i13
+ 37 T H9 | —O2 + o,8 +15,3 | =05 | — 7% | =™ 45 | —3:4
-+3.8 -+ 4.0 = + .4 -+ 2,0 +¢.4 - 0,7 — 'EI? =
+43 | + 17| +04 | + 24 | 43,6 | —L2 ] =122 | — B4 | —38
+47 1+ 39| +08 | + 42 | +48 } —o07 | =130 | —10,6 | —1,4
+ 47 + 33 | +09 + 42 +5:8 | —1,6 § =—13,1 | —13,8 —
+58 | + 36 ) 4o ] + 48 | $6,4 | —16 | =151 | =148 | —0,3
+!'Ir‘ '1‘ i!'l' o <+ a1 +E|y _E'lgq. _'f!i —15-3 +I-.I:|'
+36 | + 32| 404 | + 62 | +74 | —01,4 | —17:6 | —1B.3 | +0,9
F3h: | + 5|+ )|+ 63| +7F | —12 § —184 | —190,9 | 41,3
+45 | + 23 | +ou1 | 4 68 | 472 | =513 | —202 | —21,1 | o9
+ht | + LB | —03 ] + 60| 465 | —o5 | =211 | =215 | 40,4
+23 | 4+ L3 | =00 ]+ 5,3 | +59 | =086 | =22,9 | =11,4 | —0,6
=07 + 0,6 T3 + 49 + 5,1 — 1 —_—l0,Y —1in K —0 1
—_1. o =Ly + 53 | +43 | +1,2 | —20.9 | —10,8 —03
b 11 —_— 07 —_—14 + 1,7 + I3 —_0,3 —_—15.8 —l 03 —
bl T — 10 — + o,§ + 4,3 — 1,8 —1 002 —17:3 g7
—34 | = 15 | —L,B §— 07 | 428 | —1F § —17.2 | —14.8 | —1,4
—33 | = % | =00 | — 14 | —08 | —08 | —15,5 | —12,5 | —3,0
—37 | = 31 | =06 | = Lo | =30 | +L0 | —15,2 | =— 99 — 33
—3f | = 40 | +O0F | — 22 | =32 | +10 | —i10,7 | — 4,9 | —3,9
—id9 - 47 =1 — il —s —9 -— B.0 ™ 1 bt P17
=59 | — 53 | =206 | — 47 | —56 | +0.9 | — 49 | — 1.6 | —3,3
i £% 1 I — 5..]. —1l,l - 1,5 —6,4 + 1,1 — Ol == 0,9 — O
—§0 | =72 | =08 | = 60 | —7.2 | L2 | = 1,2 | 4+ 2,90 | =41
—§.8 o ?JF 0,0 bl 71 —?-..5 +1Ii
—g,3 | — 86 | —07 | — 7.2 | —8.0 | 408
—03 | = 0,2 | =—0,0 | =— §,6 | —7,8 | 422
—0,0 | =— 0,6 +0,6 | — 6,2 | —80 + 1,8
—®Hi | = 5.9 | +07 —7v4
=07 | =10,1 | 40,4 | = 6,9 | —6,7 | =02
—g6 | —i1o0 | +o0,4 | — 7.8 | —5.9 | —1.9
-_'9!'* —_—] 2 +ﬂ15 — 'ﬂl? "—-1»3 —]-;9'




