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QUELQUES PROPRIETES REMARQUABLES DES
Q"_UANT.IT.I'ES TRAWSCENDENTES CIRCULAIRES
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D{-muntrer que le diametre du cercle n'eft point 4 fa circonférence
comme un nombre entier & un nombre entier, c'clt li une cho-
fe, dont les péometrcs ne feront gueres furpris  On connoir les
nombres de Ludolpf, les rapports trouvés par Archimede, par detius
erc. de méme qu'un grand nembre de fuites infinies, qui roures fe
rapportent & la quadraruce du cercle.  Ec fi la fomme de ces fuites eft
une quantité rationelle , on doit aflez naturellement conclure, qu'elle
fera ou un nombre entier, ouune fraction trés fmple. Car, s'il y fal-
loit une frachion forr compofie, quelle raton y aurait-il, pourquoi
pluror relle que reile autre gueicongue? C'elt ainfl, par exemple, que
la lomme de la fuize
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elt égaie & l'uniré, qui de toures les quantités rationelles eft la plus
fimple. Mais, en omettant alternativement les 2, 4, 4, 8 &c. termes,
la fomme des autres
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donne 'sire du cercle, lorsque le diametre eft — 1. 1l femble donc
que, i cerre fomme éroit rationelle, elle devroit également pouvoir
€étre exprimée par une fraétion fore {imple, relle que feroir § ou $ &e.
En effer, le diametre étant — 1, le rayon — ¥, le quarré du rayon
— 4. on voit bien que ces exprellions étant aufi fimples, elles n'y
mertent point d'obltacle.  Et comme it s’agit de rout le cercle, qui
fait une efpece d'unité, & non de quelque Seéteur, qui de (i nature
demanderoir des fractions forr grandes, on voit bien, qu'encore 4 cet
égard on n’a point fujer de s attendre 4 une fraltion fort compofee.
Mais comme, aprés la fraétion }§ trouvée par Archimede, qui ne don-
nequ'un i pew pres, on palle 4 celle de Metins, §4§§, qui n'ell pas non
plus exacte, & dont les nombres font confidérablement plus grands, on
doir étre fort porté @ conclure, que la (omme de cetre {uite, bien loin
d'étre égale d une fraltion fimple, elt une quantité irrationelle.

§. 2. Quelque vague que foit ce raifonnement, il y a néan-
moins des cas ol on ne demande pas d'avantage.  Mais ces ces ne
fonr pas celui de la quadrature du cercle.  La plipart de ceux qui s’ar-
tachent i la chercher, le font avec une ardeur, qui les entraine quel-
que fois julqu’s révoquer en doute les vérités les plus fondamentales
& les micux érablies de la géomérrie.  Pourroir-on croire, qu'ils fe
trouveroient fatisfaits par ce que je viens de dire? 1l y faut toure au-
tre chofe. Lt s'agic-1l de démontrer, qu'en effer le diametre n'eft
pas & la circonférence comme un nombre entier 4 un nombre entier,
certe démonitration doit ére fi rigide, qu'elle ne le cede & aucune
démonftrarion géomérrique. Et avec tour cela je reviens a dire, que
‘les gpéomérres n'en {eronc point furpris. s doivent éwre accourumés
-depuis longtems 4 ne s'attendre 4 autre chofe.  Mais voici ce qui
méritera plus d'artention, & ce qui fera une bonne partie de ce Mé-
moire. Il s'agit de faire voir, que toutes les fors gu'un ave de cercle
quelcongue ¢ff commenfurable au rayon, la tangente de cet arc lui ¢ft in-

com-
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commenfurtble; & que réciproquement, towte tangente commenfurable
n'eft point celle d'un arc commenfurable.  Voila de quoi éire vn pea
plus furpris.  Cet énoncé paroiffoit devoir admettre une infinité d'ex-
ceptions, & il n'en admer aucune, . Il fait encore voir jufqu’a quel
point les quantités circulaires tran{cendentes fonr tran(cendentes, &
reculées au deli de route commenfurabilitd. Comme la démonitration
que je vais donner exige toure la rigueur géomérrique, & qu’en ou-
tre elle fera un riflu de quelques autres theorémes, qui demandent 4'8-
tre démonrrés avec tour autant de rigueur, ces raifons m'exculeront,
quand je ne me hiterai pas d'en venir 4 la fin, ou lorsque chemin fai-
fant je m'arrterai 4 ce qui e préfentera de remarquable.

§. 3. Soit donc propof€ un arc de cercle guelcongue, muis
commenfirable aw voyon: & il s'agit de trouver, ff cet arc de cercle fera
en méme tems commenfirable d fa tangente ou non? Qu'on fe figure
pour cet effet une fraftion telle, que [on numérareur foir égal & P'arc,
decercle propofé, & que fon dénominateur (oir égal & la tangenre de cet
arc. Il eft clair que, de quelgue maniere que cer arc & (a rangente [bient ex-
primés, cette frattion doit érre égale i une autre fradtion, dont le numé-
rateur & le dénominatcur feront des nombres entiers, roures les fois:
que l'arc de cercle propofé (e trouvera ére commenfurable 4 (4 ran-
gente, Il eft clair auilh que cetce {econde fraftion doit pouvoeir ére
déduite de la premiere, par la méme méthode, dont on (& fert en
arithmétique pour réduire une fraétion a fon moindre dénominateur.
Cetre méthode érant connue depuis Ewclide, quien fait la 2me prop,
de fon 7m¢ Livre, je ne m'arréterai pas i la démontrer de nouveau. '
Mais il convient de remarquer que, rtandis que Ewciide ne I'spplique
qu'a des nombres entiers & rationcels, il favdra que je m'en ferve dune
autre fagon, lorsqu'il s'agic d’en fuire Papplicarion & des quantirés, dont
on ignore encore {i elles feront rationelles ou non? Voicidone le pro-
cédé qui conviendra au cas dont il eft ici queltion.

§. 4. Soit le rayon == 1, un arc de cercle propof€ quelcon-
que — v. Er on aura les deux {uires infinics fort connugs

L1l a fin
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Comme dans ce qui fuivra je donnerai deux [vites pour 'hyperbole qui
ne ditférerom de ces deux gu'en ce que tous les fignes {ont pofitifs, je
ditférersi jusques - la de démontrer la loi de progreflion de ces fuites, &
encore ne la démontrerai- je que pour ne rien omettre de tout ce que

demande la rigueur géométrique. 1l fuffic donc d'en avoir averti les
Leteurs d'avance.

§ 5. Orcomme il elt

tang v —/ ﬁn_l:"
& ¥ — Cof’
nous aurons, en fobftiruant 'ces deux fhites, la fraction
¢ — —— o2 -+ : vl &e.
2. 3 2.5.45
tang » T :
3 — gt = e vt — &e
Je la poferai pour plus de briéveré
A
wng v =
de forte qu'il foic
A= finp

B — col' m
Veici maintenant le procédé que preferit Euckide.

§.6. Ondivife B par A; foit le quotient — 0% le réfidu — R’

On divife A par R’; foit le quotient — Q, le réfidu — R

On divife R’ par R"; [oir le quotient — Q' le réfidn — R,

On divife R” par R; (ois le quotient —= Q'¥, le réfidu — R¥, &e.
de
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de forte qu'en continuant ces divifions, on trouve fucceflivement

les quotiens Q/,QY, QM - - - - - - - QYOTQ T e,
les réfidus R, R, R/ - - - . . . . R® RPE Rt B

& il eft clair fans que j'en avertifle, que lesexpolins #, w41, 7 + 2 &e.
ne fervent qu'd indiquer le quantieme quotient ou réfidu elt celui ol
ils {¢ rrouvent marqués.  Ce qui éranc pofé, voici ce qu'il s'agit de
démontrer.

§. 7. En premier liew, mon foulement gwe la divifion peut étre
continuée fang fin, mais que les quotiens flivront une loi tyds fimpls eit
ce qu'il fera

Q =—41:1
Qf —m — 3:
Q" = <=5 : 1,
QY = — 7:v, &

& en genéral
Q= (27— 1) : v,

oit, le figne == eff powr Pexpofint n pair, le figne ~— ponr I'expofant
n impair, & gue de la forte on aura powr la tangente exprimee par
Pare la fraftion continue trés fimple

I

1y — 1
iy — 1
§iU — 1
7iv— 1
gy — &C.
§. 8. En fecond lien, que Jes réfidus R, R", R"" &c. feronmt

exprimés par les fuites futvantes, dont les loix de progreffion fout égale-
ment fort fimples:

tang v —

Ll 3 G
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R —— vt 4+ vt — v? - &e
2.3.4-§ 2.3-4.5.6.7 '
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de forte gue les fignes des premiers tevmes changent fuivant Pordre qua-
ternatre L =y, & giien général ol fera

-+ Rn — 2% (1.2----m) "+'+ EH"H L:-"-{E-‘-I}}U"'i"—&ﬂ-

e Fiman :H‘{—!JH 4 S (zn+3)

e (n40) s, 27 (12 (142)) sy
e gz W T {1::-1—3}” +J-1-----(2H-I—j}ﬂ ~&,

=“+'{|.:-=-(:f-|-::} RS 2" H[:.:---{n+ 1) n"+f+ -
1.2 -===-(20+5%) I.2 =nans (za47)

§.9. Or pour donner 4 la démonftration de ces théoremes
toute la briéveté poffible, confidérons que chaque réfidu R™"* fe

rrouve en divifant par le réfidu R""'—', qui lé précéde immédiatement,
I'antepénuitieme R*.  Certe conlidération fair, que la démonftrarion,
dont il s'agit peut étre partagée en deux parties.  Dans la premiere il

faut faire voir que; ff denx réfidus R R"+ 'y qui f¢ fuccedent immedia-

tement , ont la forme que je leur ai donnée, le véfidu R"J""', qui-fiert im-
médiatement , awra la méme forme.  Ce qui érant une fois démontré,
il ne refte plus que de faire voir, dans la feconde partie dﬂ_li démon-
ftration, que la forme des deux premiers réfidus oft celle quily doivent

avorr,

i 'H"-.—_}_
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avoir. Car, dercette maniere, il eft évident que la forme. de rous les
fuivans s’érablic comme d'elle - méme.
§, 10. Commengons donc par divifer le premier terme du ré-

fidu R" par le premier terme du réfidu R"**, afin d'avoir le que-
tient
er-+—= _2"(1.2.3----m) M 1.+I(1-1- 3«--(n+1)) S

T 1.2.3---(2u41) T12.3-- - - (22 + 3)

S 2 (n 1)y L :

vt I Gt a).Gant s — (a4 3):w

E il eft clair que, le réfidu R"™ érant muleiplié par ce quotient

5 Tl = (2n == 3) : o,
& le produit érant fouftrait du réfiduR”, il doit refter le réfidu R" 2,

§. 11. Mais afin de n’avoir pas befoin de faire cette opéra-
tion pour chaque terme (Eparément & de nous borner par li 4 une
fimple indultion, prenons le rerme général de chacune des fuites

qui expriment les réfidus R”, R""", R* ™, deforte quen prenant le
mtieme rerme des réfidus R”, R"T, nous prenions le (m1— 1)tieme ter-
me du réfidu R™*  Ce qui érant oblervé, ces termes feront

g — g m-(my1).(m42)---. {ﬂ.}.m_]hn+: m—1

== 1.2.3.4 - = = = - = (a2n42m—1)

i ﬂ+l__ 2“+"_ {m-{m + [}(ﬂ; + 1) _____ (H i '-'?-') ﬂﬂ—i'-':m

il 1.2.3.4 = = = = = (2842m41)

-+ L o 2-".'”_ ({m-—|}.m.{m+l} _____ E’H +m}-uﬂ+1“ﬂ]
¥ —

- — 1.2.3.4 - = -~ - - (204 m+1)

Or, puilgu'il doit ére
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- — (2 = 3): v :rﬂ",
& qu'en effer il et

g-}-m—a 41—
I s 3 (- - (rdm—1)v
" (ant3)y 1.2.3 - - - - - (2m42m—1)
. 3"“'.",{:3 T G . ))) gt and 3
' 1.2.3 = »= - - (2n42m431) ~ w

2. (m¥dam).(and 1)
(2nd2m).(2042m$1)

"+“",{m---{nfm—l_ﬂ P (2m—2).(2n 4 2m0)

e :""'”_t.{m*"{’i"l'”f_lj') O
T 1.2 - - - - (2mt2m—2)

(—1+

—ig 1.2 --- -[:u+:m-—:}u “(an 4 am) f:.Tn +m41)
. 2" m—1Y . m(mtr) - - - (4 nr) o T
= 1.2.3 = = = = = = (an+m+1) :
& partant
— e M

T —

On voit, que les réfidus R*, R*™" ayant la forme que jo leur ai

donnée, le rélidu R™™ aurala mime forme. Il ne s agira donc plus,
gue de saflurer de la forme des deux premiers réfidus R/, RY, afin d¢-
tablir cc que certe premicre partie de notre démonftration avoit admis
comme vrai en forme d’hypothefe. Lt c'elt ce qui fera la feconde
partie de la démonltration.

§. 12. Souvenons-nous pour cet effer, quele premier réfida
R/ eft celui gui refte en divilint le

1 1 T
—_— 2 S " ... . '
col ' # == 1 = +='3_+n —— &e
par le .
T I I m41
imy—pe—vif ——pF = = = — v e &e
2.3 +:*3+4.5 1 --{mh)
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Or le quotient - qui réfulte de la divifion du premicr rerme, érant
— 1 : v, on voit qu’il fera

e
; I
Rl = ¢cof 9 — — , fin o
v

Multipliant donc le terme général du divifeur,
—te 1 ,ﬂ!+1
T 1.2+ -~ (m41) "
par 1 : v, & {Lultraiant le produit
|
= - --+-{m+:_}'p-’
du terme général du dividende

sz T
e ot . o™

[.2 = = = = = JF§

on aura le terme général du premier rélidu R/

e B

Or (m 4 1) étant toujours un nombre impair, m fera un nombre pair,
& le premier réfidu fera

2 4 6
R —p? 1) g— A & _|
e +='3'4'i :___+?1" i &e,
tel que nous l'avons (uppofd.
§. 13. Le fecond rélido R" réfulte de la divifion de

L ! m—t

fine —v— vd 4 pi—&e.-a= v
2. 3 2.3.4.5 1,2+« (m—1)
par le premier réfidu que nous venons de trouver
- + 6 me™
Ri—— — o — Tyt T4ea
1-3 +2-3L+l5 :"--?u + S 1= == l;ﬂ.'{-T}

- Além. de I Acad. Tom, XVIL Mm Or
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Or le quotient qui réfulre de la divifion du premier terme, étant
— = 3 : r, onvoit qu'l fera .
RY — fin v — %, R/,
Muliipliant donc le terme général du divifeur
S mll'u
ik (m + 1)’
-par — 3 : ¥, & foultraiont le produit
3 m ™l
= Fw v - (m41)’
du rerme général du dividende
I
= Fereans (me—1) a8
ke terme général du fecond réfidu fera
_ it - Fmp™
P e =i} ™ Tor== (ML)
= o fm—a) o gmd
— T e esmdg))
Subltituant donc pour mr les nombres pairs, nous aurons le fecond
refida

RS

2. . 6 6.
2 | 3 v . v? —— &e,

2.3-45 2in =inlg 2-=-9

encore tel que nous 'avons fuppofé.  Ainfi la forme des deux pre-

miers réfidus ¢rant démontrée, il s’enfuit, en vertu de la premiere

partic de notre démonftration, que la forme de rous les réfidus fui-

vans [eft également. *-

§. 13. Mainrenant il n’eft plus néceffaire de démonrrer (¥pa-
rément la loi de la progreflion des quotiens Q/, Q" Q" &c. Car
la loi des reiidus érant démontrée, il elt par li méme démontré qu'un

quotkent quelconque fera (§. 10)

s
—
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+ Q""" = (2n 4+ 3) : ¢

ce qui, en vertu de la théoric des fractions continues, donne
I
I:v—I1

tang v ==

§iv—I
Ty —I
9iv—I
11: v — 1 &e

d'ot l'on voit en méme tems, que foutes les fois que arc v fora fom
d e partie aliquote du rayon, tous ces guotiens feront des nombres en-
tiers croiffans dons une progreffion avithmétique,

[t voili ce quil faur obferver, parce que dans le théoreme
d'Euclide cité cy-deflus (§. 5.) tous les quoticns (ont fuppolés érre
des nombres enriers.  Ainli jufques la la méthode que preleric K

clide, fera applicable & tous ces cas, ol l'arc v eft une partie aliquote
du rayon. Mais, encore dans ces cas, il s’y joint une autre circon{tance

qu'il convient de faire remarquer.

§.15. Le probleme que propofe Euclide, c’elt de tramves I plus
grand commun divifény de devx nombyes entiers, qui ne fout pas prémicrs
entrve exx.  Ce probieme eft réfoluble toutes les fois qu'un des réfi-
dus R/, R, R &e. - - - R® devient == o, fans que le réfidu précé-
dent R*"? [oit égal 4 l'unité, ce qui fuivant, la 1t Prop. du méme livre
n'arrive que lorsque les deux nombre: propofés {ont premiers entre
eux, bien entendu que tous les quodiens QY, QY, Q' &c. fom fup-
fs étre des nombres entiers.  Or nous venons de voir, que certe der-
niere fuppofition a lieu dans le cas dont il s'agit ici, routes les fois

que = elt un nombreenter. Mais, quant aux réfidus R, R”, R &g,
v

iln'y en 2 aucun qui devienne — o. Towut au contraire, 'en confidé-
Mm 2 rant
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rant la loi de progreffion des réfidus que nous venons de.trouver, on
voit, que non feulement ils décroiffent fans interruption, mais qu'ils
décroiffent méme plus fortement qu'aucune progreflion géométrique.
Quoique donc cela continue & l'infini, nous pourrons néanmoins y
applujuer la propofition d’Ewclide. Car, en vertu de cette propofition,
le plus grand commun divifeur de A, B, ¢ff en méme tems Ie plus grand
commun drifenr de tous les véfidus Ry, R, R &e. Or ces rélidus
décroillant en forte qu'enfin ils deviennent plus petits qu'aucune quan-
tité allignable, il senfuit que e pius grand commun divifeur de A, B,
eff plus petit gl aucune guantité affignalle ; ce qui veur dire qu'il n'y en
a poinr, & que par conléquent A, B, érant des quantités incommen(u-
rables, fa
A

tang v — E

Jera wae guantité wrationelle toutes les fois gue 'ave v fera une partie ali-
quotc du rayon.

§. 16. Voili donc 4 quoi fe borne 'ufage qu'on peur faire
de la propcfition d Euclide. 1l sagit maintenant de Pérendre & tous
les cas ol l'arc v eft commenfurable au ravon.  Pour cet effer, &
pour démontrer encore quelques aurres théoremes, je vais reprendre
la fralHon continue

1

WEY— Tir—
3iv—1
§iv—1
Tiv—1 &XC.
& en faifant 1 : ¢ — w, je la transformerai en

1

tang v — P
3w —1
Ty

7w —1 &e. ; §.17.
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§ 17. Or, en rvetenant des quotiens w, 3w, §w &c. autant
gi'on voudra on waura gi'd en foire la védultion, pour avorr des frac-
tions qui exprimevont I tangente de v d’autant plus exalement gu'on
aura vetent un plus grand nombre des quoticns.  Clelt ainfi p. ex. qu'en
retenant 1, 2, 3, 4 &c. quotiens, on trouve les fraftions

1 3w 1jw? — 1 10§w? — 10w

w' ;ml—l’ 1sw? — 6w I-Djlﬁ“"—q.jﬂ'“-{-_.l."

§. 18 Mais, powr faive toutes ces vedullions en ovdre, 5 pour
démantrer en méme tems la loi de progreffion que ces fraltions olfervent,

nous poferons d'abord
1 N 1

Il

— &c¢.

ang v — —
—3 w—TI W —1I

3w — a 3 — 1
51 —a'l
p I
en exprimant par a, o’y a/, o' -.a", A" A"TE L L L L &e. les

quantités qui réfultent des quoriens qu'on voudra omettre, de foree
que pour les omettre on n'aura qu'd faire a, a’, a’, - - - - 3* &e. —o.

§.19. Maintenant je dis, gu'en faifant a" T = o, lt frac-
tion qui réfulte de la vedultion des quotiens qu'om retient , aura ln forme
A — ma"

dans laguelle my 0, A, B ne font point affellées de a® . Suppofons d'a-
bord cerre forme comme véritable, & on démontrera fans peine qu'en
retenant encore un quotient deplus, la fraétion qui réfalte de la reduc-

tion, aura la méme forme. Car comme il eft
|

T (2 4+ 1) w—a"tY
on n'aura qu'd fubltituer cette valeur dans la forme propoffe, & elle
fe changera en

ﬂ'

Mm 3 tang
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A (2n + 1}w—m-—ﬁ.n“+'
B(2# + 1) w —m — B.a"t"
Comme cette forme eft la méme, il (uffirade faire voir qu'elle eft vé-

ritable pour le membre 4/, puilqu'alors elle fera véritable pour tous les
membres (bivans "/, o'/, &' - . - &e. Or pour le membre o il eft
$

I
w—

P

ce qui en failant la redution donne
3w — o
gw?— 1 — wa'’

la forme telle que nous 'avons (uppofée.

Ctang v =

fang v —

tnng - p—

§. 20. Ayant donc trouvé

A — ma"

ang v = p— o
__A(@n—4t1)w —m — A Nt
tang v nt1?

T B4t 1)w—m—DB.a

fubltituons encore pour "' fa valeur
T I

T (it 3) w—a

nt-3!
& nous aurons |

— [A(2n4 )w—m]. (204 30) = A—[A(274 Dv—m]. 1.

° [B(an+1)w—p].(2n43w) — B—[B(2n4 1}w—~}a].a"+'

§. 21. Donc, en faifant dans chacune de ces trois valeurs de

... -1
tang v, égales 3 2.ros, les membres @, a + 5 ﬂ'+l, nous aurons

la forme générale des fractions, qu'il s'agit de trouver.
A




Al
"E’;

Afan + 1) w — m
B (2 + 1) w — p’

[A (22 + l}'::.-'*—-m]‘(zﬂ-f- 3w — A
[BGr +1)w—p]. (22 + 3) w—B

Ces trois fraftions érant pour omiffion de 2™, 2" ™', 2" ™%, elles

fe fuivent immédiatement, & on voir fans peine gue la troificme f¢
trouve moyennant les deux précédentes, en! forte que fon mumératonr &
Jou dénominateny peut étve calenlé fEpavément.  Car le numérarcur de
la feconde fraction doit étre muliiplié par le quotient qui répond d

a" ", & du produit on fouftrait le numérateur de la premiere frac-

tion. Le refte (erale numérateur de la troilieme fraction. Son dé-
nominateur fe rrouve de la méme maniere par les dénominateurs des
deux fractions précédentes.

§. 22.  Pour avoir maintenant les fraffions elles - mémes, on
n"aura qu'd écrire en trois colonnes les quotiens, avec les numérateurs
& les dénominateurs des deux premieres fraftions (§. 17.) & les numé-
rateurs & les dénominateurs fuivans (& trouveront par opération faci-
le que nous venons d'indiquer.  En voici le rype

Quortiens | numérateurs dénominateurs
r - . . - -|lw
swigw - - - ~lqwd — 1
Wl IswWwt — 1 - - -lisw? — 6w
gw|1o§w? — 10w - -|r1Oo§Wt — 45w? 4 »
1w 935wt — 105w =1 | 945WF — gr0w? 4 15w
&e. | 1o595wi—1260w? 21w | 10395WO—4725w 210w —1

&e. &c,
Ce
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Ce qui donne les fraftions
1 W 15w — 1 1os5w? — 10w
w’ 311:*“»:‘ 1gwd — 6w’ reswt —g5w* 41 e

dont chacune exprime plus exaftement la tangenre de v, que celles
qui la précédent.

§.23. Or, quoique moiennant la regle que nous venons de
donner (§ 21.), chacune de ces fraftions peur érre trouvée par los
deux qui la précédent immédiatement, #/ fmmmr:frrr, powr éviter enco-
ve ici une ofpece d'induifian, d’en donner & d'enr démontver | "expreffion
géueralz,  Commengons d abord par remarquer, que lescotfficiens de
chaque colonne wverticale fuivent une loi fort figple en ce que leurs
faftcurs font en partie des nombres figurés & en partie des nombres
impairs. Les voici réfolos

Fraftion'Quotient]  Dénominateur

jre w

ade §W 3. W — 1.1

3me | Tw 35w — 23w

4™ | 9w 5. ?" — 3. 35W + LI
-GwW

3

sme | oW j3- S — 43570 + 3.5

gme | 13w |3---11w® — 5.3--9w* + 6. 5. 7w — 11
3

=me | 1§53 see=13WT—6.3---11 W5 4 10.5.7. 9w — 47w
&e. &e. &ec.
Fraftion Quotient] Numérateur
Ilt I
ade §aw 3w
gime =ty 3.5 — .1
P L tw |3.5.7wY — 3. § w

sme | 1w (3--9wt — 3. 5.7 $ 1.1

eme | 13w (3---nwE — g579wd + 3. 7w

—me 15w 3---c1327T— g §--nwt L 67.9w? — 1.1
&e. &e. &e.
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§. 24. C. te obfer sation mous fucilite le moien de tronver pour
une des fraftions quelcougue Uexpr.ffion geéuérale.  Soit propofée la
ntieme de ces frachions, & nous aurons [(on

Dénominateur
Wh-i ¥
i w"l:l-;-}'-?-----l::ﬂ —I:J]— 2 *IF"‘_E}-T-S-L? ...... (23_3)]
ol &
"{_';_34'{‘::”'-4)-(13—6).1.3.5 ..... (”"'"5}]
ap =6
"qus . [(22—6) .(2n=8).(2#—=10) . 1.3.5--- (22 —7)]
2.3.4-5-
1 w“'i . 5 = 5\ f'l o \
2_34_5.6‘}28.[.,h_,u-E,.(..u-li:-;(zﬂ-m) 2114).1,3.5 7 ----(20-9)]
— &,
Numérateur

LI T
—w"[13.5.7-----(2n—1)] — ’:-—3 Jlan—4).1.3.5.7-----. (2n—3)]

"’ |
"l"‘za_;—s.[(zu—ﬁj (2 — B) . 1.5.5.7------ - (20 — h]
Sl [(22—8).(an—10)(2n—12) (

val—n ] 20— an—12).1.2.8.7 === (28-=]
2.3.4.5.67 357 7))
wh?
—.[(2m10).(2012).(2m 04 (2216 . 1.9. 5.7 oo .
+=.3 +.5.6.7.8.9 [E )-( }[ 4){2m16) . 1.3.5.7- -~ (am 5,:3]
— &e.

I ne sagit done plus que d’cn démontrer "unrverfiliee,

§. 25. Cleft ce qui fe fera en forte qu'en admertant certe for-
me pour la utieme fraflion, on en déduir celle de la (v — 1 )rime & de la
::?;l' =SS :}rime, en [ubftituant {.r.r _ 1}, |"_'.r;r — EJ au lieu de e Fnlvire
on procede conformément a la regle du §. 21. en déduifant tan: le dé-

Mém. de U'cad, Tom., XVIL Nn Bt
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nominateur que le numérateur de la ntieme fraction, de ceux des deux
frations précédentes tels qu'on vient de les trouver par la premiere
opération.  Ert par la on doit reproduire la forme de la n#ieme fraétion,
telle que nous venons de la donner.  On voit bien que ce procédé
aboutir & érablir, que fi devx fraftions qui fe fivent immdédiatement
onr cerre forme, celle qui les fuic, I'aura également, & que par con-
ftquent, les fraétions de la rable précédente, qui fonc les premicres,
ayant certe forme, il s'enfuivra, que toutes les [uivantes I'auront
également,

§. 26. Sidonc, pour abréger cette démonftration, nous veu-
lons nous en tenir au terme général, il faudra néanmoins calculer f&.
parément celui du numérateur & celui du dénominateur, ne fur-ce
que pour fimplifier le calcul.  Car du refte 'un & l'autre (& calculera
fuivant la méme regle (§. 21.).  Commencons par le dérominateur,
& en prenant le mreme terme de fon exprellion générale pour la rrieme
fraction, il faudra également prendre le sutieme terme pour la (2 —i Jriome
frattion , mais on ne -prendra que le (m — 1)%™ terme pour la
(n — 2 sieme fraftion.  On voit qu'il faur en agir de la {orte par rap-
peort aux dimenfions ou aux expofans de la lertre .

§. 27, Or le mrieme terme de la atione fradtion pour le dénomi-
nateur cit
. et [[:J:uim.'z},[:.r_f;:::.r.-'].f:ﬂv:m-:]- cvee(2m-gmt6)].[1.3.5 ---(2n-2mh)]
1.2.3.4.5 - = - - - - (2m — 2)
d'oli, en fubllituant (# —1) au lieu de », on trouve le mrieme ferme
de la (w — 1 j#eme fraction

apr— 2 [(2n- 2m)(an- 2m-2)- oo oo (20-gomi 3.7 [r3.5----- (271-2m-17]
il 1.2.3.4:5 = == = = = {2 — 2} o
Lt en fubftirvant (# — 2) su lien de », & (mw — 1) au lien
de 2z, on treuve le (m — g tiome terme de b (n — 2 ) rieme

fraction

M/
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ohime [(an-2m). (2m2me2)eweneangmt 6] [ 12,5 === (2n- 2. 1)
1 2.308u§ === = - (am — 4)
Or par la regle du §. ar. il doir ére
M—=—(Gzs—1)w.M —M
ce qui fait que nous pourrons débarraller ces trois expreflions de tous les
faéteurs, qui leur fontcommuns, en les pofant —= I’ Parlanous aurons
P, w (200 — 2am 2) . (2n 2 ——1
S pp R ~+3) . ( )
(zm—2) . (3m—3)

i P (am — g4m —= 4)
M= = e —s)

— M= P .

Qu en failant

) (e

P
am—2z2) . (3m—3)

=0,
il fera
M = Qw.(2a—2m+ 2). (2n—2m + 1)
= M = Q . (2 — gm + 2)
— M' = Qu . (2m — 2). (2m — 3)
De 13, en multipliant oltaellement, on aura
(2u—1)ee M = Qu.(ga* —§mnt 6+ 3m—4g)
— M= Quw.(4m?* — 10m — 6:
done
(;::—ljft'?hl"—- M — Q:&'{,;::’—ﬂnr_:ﬂ—]-G;.r-{-.;mt—ﬁ'm-{-:}.
Mais il eft aufh
M=—Quw.(2n—2m+2)20-20h) = Que(gn?-8umt 6t ym?-Gota ),
Donc ces deux valeurs érant les mémes, on voit quiil elt
M—= (2 —i1)w. N — A,

~n 2 &
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& que par confiquent la forme, que nous avons donnée au terme gé-
néral eft telle gu'elle doit érre.

§.28. Palfons maintenant au wumérateur. Le mtiene rerme da
numérateur de la atiome fraltion doir ére
N_w“““.[{:mzmy{:ﬂ-:m-z}......(:u-4w+4“;].[r.3.g.....{:n-:mh}]
TH= 2 %ded 1o 00 0 (2m — 1)
d'ott, en fubltitcuant (# — 1) au liew de #, on aura le méme m*iome rer-
me pour la (# — 1 7ewe frattion,
+N.,__w”"“. [(za-2m-2).(2n-2m-4).....(27-4m 1 2) ). [1.3.5..00.. (202 200 -1))
_ Yoo ol Ria e e v (2m — 1)
Et ¢n fubftiruant (# — 2), (m — 1), au liende #, m, on aura lc
(e — 1 Yiewe terme de la (n — 2)vieme fradtion,
w0 [(2n-am-2) . (20-2m-4) o (2040t )] . [1-3.5 oo (a0 21 )]

—Nf—
1:2.3:4.5 4 v 0 o ¢ as (2W — 3)
Done, en pofant les faiteurs communs & ces trois exprellions — P,
nous aurons
__Pw . (20— 2m) . (22 2m —— 1)
e DL (z2m — 1) . (2m — 2)
P.(2n — gm 4+ 2)
-
e 2m—1).(am—2)
— N/ — Pw,

ouen fatfant P —= Q_. (2mr—1).(2m — 2), il fera
—+ N —=Quw. (28— 2m. (20 — 2m ——1)
—+ N = Q.(2m— gm ~~ 2)
— N/ — Qw.(2am — 1) . (2m — 2)
Mais il doit &tre
N — (au — 1w , N/ — N

donc
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donc, en fubftituant les valeurs trouvées, on aura

(zn—1)w N' = Qu . (422 — 8nm + 22+ 4m — 2)

— N = Quw (4m* — 6m — 2),

donc

(2n —1)w N =N"—Qu(qu*—8nm + 2n + gm* — 2m).
Or la méme valeur réfulte de

N=@Gue—m).(z2n — 2m 1) . Qu.
Il ’enfuit donc de 13, que la forme du terme générul eft telle qu'elle
doit érre.

§. 29. Reprenons donc les expreflions générales que nous
avons données au §. 24. & divifons celle du dénominateur par fon
premier terme, & nous aurons la fuite

;e saa, wt  (2n—4).(20—6) wé  (20-6).(20-8)(2m10
2 “2u—1 2.3.4 (2n—1).(20—3) 2.3.4.5.6 (22-1)(2u-3) (21-5)
1w’k (2n—8).(za—10).(2n—12).(20—14)
+ : — &e.
2.3.4.5.6.7.8 (2n—1).(2n—3).(2—35) (2u—7)
ce qui, en fubftiwant v == w'', & en polant # == ©0©, donne
1."'1 ﬂl‘ u-ﬁ
1 — — - - &ec.
2 2.3 4 2.3.4.5.6

qui eft le cofinus de v, & par conféquent le dénominateur dont nous
nous fommes {ervis (§. §.) pour trouver les quoriens w, 3w &e.

§. 30. Divilons encore Vexpreflion générale du numérareur
(§. 24.) par lc méme premier terme du dénominatcur, & nous au-

rons la (uite
o wd o2—4 ot (2n—8).(2n—3)
b 23" 20—1 ' 2.3.45 (27—1). (20— 3)
w? (2n—8). (2 —10) . (2n —12)
2.3.4.5.6.7 (an—1) . (aw—3) . (28 — )
- &, Nn 3 Ce
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Ce qui encore donne pour # == ©0, la fuire
I

: 2. 3 2.3.4-§
qui et — fin ¢, & pareanc le numérateur, dont noiis nous fom-

v5 — &c

mes fervis §. 5.

§. 31. On voit encore par 3, gne, guclgne grand gue puiffe
étre lo premicr tovme des denx formules gévérales (§. 24.) Ie fecond ter-
me, & encore plies les fuivans, fevout non fouliment plus petits , imais mé-

1 1 i1

me plis petits que la 2',' ey

Mais, en fubftituant pour # {ucceflivement 1, 2, 3, 4 &c. al'infini, /2
préemier terime, comme ¢rant le produit d’2utant des nombres impairs .
2.4 s&Re. oroitra pffr.f fortement gt ancine progi ¢ o gesmdtrique croiffin-
f¢; ONVOIL €NCOTE Gl qurolgiie le 2,4, 6 &, terme foit fouflralif, cela
' empiche pas que Lt fomiue des terpres ne eroiffs plus fortemest qudmcn-
e prngr:_-f:bﬂ ‘J'Tré"m‘;'.!ﬂ.";'!':"fﬁf ﬂ'ﬂf_ﬁFmr;', Ecc'elt ce que j‘ﬂbfén'ﬂ ici, par-
ce que j'en ferai ufage dans la (vire de ce Mémoire. Ln voici d'abord
un, qui fe préfente.

§. 32, Il sagit de détermiver la loi, fuivant loguclle les fradfions

&80, pm*n'f et premicr terme,

1 3w ISw® — 1
= 2 ] T e &tn
w 3w'—1 15w’ — 6w
approchont de by valewy de Iy tangente 7 Pour cet effer, nous n'aurons

qui foultraire chacune de celle qui la {uir, & les réfidus ferone

I I &
w. (3w — 1}’ (3* — 1) . (150 — cuw)’ -
Ces réfidus font voir de combien chacune des fractions eft plus gran-
de que celle qui la précede.  Mais faifons voir généralement gus tous
les mamivatenys fant — 1, & que tous les denomenatenrs fone le pro-
duit de coux des denx fraftions dont ces vefidus marquent la diffévence.

§33.




% 287 @
§. 33. Pour cet effer, nous reprendrons les trois formules gé-
nérales que nous avons données au §. 21. & qui font

A
B?
Alzn =1\ —m
B(2n —+ 1) w—p’
[Alzn 1) w—m] (20— 3) w—A
[(B(zu—4+—1) w—p) (28— 3) w— B’
Or, foultraiant la premiere de la {econde, le réfidu fera
- Ap—Bm L
— B.[B (20 —41) w— p]
Mais le numérateur de ce réfidu eft le méme qui réfulte de la foul-
traction

Or 2= ¢rant la fraftion qui précéde la fraltion -g-, on voit que le

numérateur de rous ces réfidus elt le méme, & que le dénominateur
elt le produit de ceux des frattions, dont ces réfidus marquent la dif-

- ] i m
férence. Donc, & commencer d'une des frations — quelconque, les
P

réfidus feront

1

1
p.B B[B(r—41)w—p]

§. 54. Oblervons maintenant, gue fous ces réfidus étant ajou-
tés d la premieve fruélion, guw'on met powr bafs, It fomme cxprimera
toujours la tangeate de v, de forte qu'en genéval il feva

e,

fang
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i [ i f i I 1 |
mgy — — -1

pB ' B.[BQar——1)w—p] t= &e.

& par conféquent
1 I

p— | -
Wgr = T e G =) T GwD. (e 6w) T O
O o X i
. ISII.III '__E I 2
MOE Y= Cwi—6w T (iywr-om) (10w sty T O
&c.

On vcét donc par ce que nous avons dit (§. 31.) gwe toutes ces fuites
Jout plus convergentes, qie ne I’eft ancune progrfion géométrique deé-

croiffante. Soit p.exX. v —— w = 1, & la tangente de cer arc fera
= L,5574977% 1 -0
i I | I I I ¥ |
=X
" 1.2 ' 5. 61 61. 540 540. 5879
1 1

- &e.
$879. 75587 75587 1147426 -
Et pour tout arc v < I, On aura une fuire encore pius convergente,

'§.35. Faifons maintenant w —w:Q, v = Q: w, de florre
que @, w foient des nombres entiers quelconques, premiers entre eux.
Nows ' aurons gu'a fubflizuer ces valewrs, & il fiva
ra

“E(%): f_ oo

jw — QP
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§. 36. [Enluite les fradions approchantes de la valeur de tang.

Eﬁmﬂ
® 3w@ 15w’ —0 1osw@—r0mp?
= ‘]&E.

w' ﬁ_‘—{p" :fw’—ﬁ;p’m‘ ioswt —gs5w*P*+ @
de forte que deux de ces fractions quelconques, qui fe (uivent immé-
diatement, érant

7
}‘1
A
T;-i
celle qui leur fuccede (era
A(an = 1) w — mQ*
B {20 4 1) w— }-¢|='
§. 37. Enfn les diffévences de ces fraflions fivont
o? s
W (3:”_;-___ $!j‘ (Smi = m:} ; {1 sw] e Emﬁ'?}‘ &C.
£ Ia
02 o’ ®*
Iﬁﬂg'ﬂ", — ek + ':"”:_iwz_-_'ﬁi} + (3&:‘—’.‘}’}{: fwi_ﬁw.ﬁij + &e.
fts que celte tangente ne Sera pumais commenfurable au rayon,

ﬂi’ jl‘.' fi

quels gac [rient les nombres entiers w, .

§. 38. Pour demontrer ce théoreme, pofons

] M

tang ?r.?. — -l':"—,,
de {orte que M, P, {uienr des quantités exprimées d'une facon quel-

congue, I.'!‘i&l‘lf‘l-t‘!, {i I'on veurt par des fuires décimn'!:s, ce qui pourra
toujours e faire, encore que M, P, fuflent des nombres entiers, car

Méw. de I'Acad. Tom. XVIL. Qo =
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on nauroit qu'd muldiplier Fun & 'aurre par quelque quantité irratio-

o

nelle,.  On pourra encore, fi l'on veur, fuppofer, M = fin =3

P = cof E, comme nous I'avons fait ci-deflus (§. 5.). Eril eft

w0
@

clair que, quand méme la tang = {eroit rationelle, il n'en feroir pas

tonjours de méme du fin — & du col —.
w w

§. 39. Or la fraftion
M
P

exprimant exatement la tangente de L , elle doit donner tous les
Laj

quotiens w, 3w, 5w &c qui dans le cas préfent font

._+_g} ___1%.;: —}- -Ei', — -?g, —+= &

§.40. Enfuite, fi Ia tang % eft rationelle il eft clair, que M
fera 4 P comme un nombre entier ¢ & un nombre entier 7, de forre
que fi p, 7, {ont premiers entre eux, il fera

Msp==P rz= D,
& D fera le plus grand commun divifeur de M, P.  Et comme il eft
réciproguement
ML=,
Pi: D= wm;
on voit que M, P érant (0ppofées ére des quantités irrationelles, leur
plus grand commun divileur fera pareiliement une quantité irrationel-

le, d'autant plus petite, plus les quotiens g, 7, feront grands.
§ 41,
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§.41. Voila donc les dewx fippofitions dont il faudra faire vorr
D'incompatibilité.  Divifons d’abord P par M, & le quortent doir étre
— w: @ Maiscommew : O elt un nombre rompu, divifons @ E'
par M, & le quortient w fera gruple de w : @. 1l ell clair qu'on pour-
ra le divifer par @, gquand on voudra.  Ici nous n'en aurons pas be-
foin, puisqu'il nous (bffic qu'il {oit nombre entier.  Alant donc, en
divifanr @ P par M, obtenu le quotient w, foit le rélida — R. Ce
réfidu fera pareillement Qrple de ce qu'il auroit éé, & c'eft dequoi
nous tiendronscompte. Or, comme ileft P: D —— #, nombre en-
tier, il fera encore @ P : D — @, nombre entier. Enfin encore R/:D

fera un nombre entier. Car, puilque
QP = oM —- R/,

il fera I

@P _ wM R

=D D
Mais

QP : D = ¢,

wM: D = wpn,
donc

R/

¢-'“' — W + ﬁr
ce qui donne

R/

= Pxr — wp = nombre entier,
que rous poferons — #/, de forre que

R/

T = v

Donc le réfidu de la premicre divifion aiora encore le divifeur D, qui
eft Ie plus grand commun divifeur de M, P,

§. 42. Paflons encore 4 la (cconde divifion,  Le réfidu R
érant Prople de ce qu'il feroic fi on avoir divifé P, au lieu de @P, par
Oo 2 M
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M, il faudra dans eette feconde divifion y avoir égard, en divifant
¢ M, au lien de M, par R/, afin d'avoir le fecond guortient, qui eft
— 3@ : {. Mais, pour éviter encore ici le quotient rompu, divi-
fons @*M par R, afin d'avoir le quotient 3w, nombre entier,  Soit
le réflida — R, & il fera

@*M — 3wR’ 4= RY,
donc en divifant par D,

@’M o E{HR" RH‘

o = D D
Mais il elt
M
Eﬁi — @*m — nombre enier,
R/ .
3_1";“_ — 3w’ = nombre entier,
donc

R/
o*m = 3w+ T

ce qui donne

R :

D — @*m — 3wr’ = nombre entier,
que nous poferons — #/, de forte qu'il foit

RH’ i

—_—

D —

Donc le plus grand commun divifeur de M, P, R/, Veft encore du fe-
conid réfidu RY,
§. 43. Soient les réfidus fuivans--- R/, RV - - - - - . R*,

R"! R" ..., quirépondent aux quotiens QUPplEs - - 5w, 7= ~an
(22 —1)w, (20 + 1w, (22 4 3) w---, &il s'agit de démon-

Irer
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trer généralement, que fi deux réfidus quelconques R, R"+!, qui
fe faivent immédiatement, ont encore D pour divifeur, le réfidu fui-

vant R*"” Taura également, de forte que fi, en faifant
R* i D5 #F,
U ot B —_— At
: R x T Ty
#". "' font des nombres entiers, on aura encore
L ot —_— N1
R 8 Y BB i
nombre entier. Voici la démonftrarion.

§. 44. En divifant @2R" par R"* ', le quotient fera (27 41w
— nombre entier, & le réidu érant — R*™*7, il fera
@*R"= (27 + 1) w . R - R"M,
donc en divifant par D,
®*.R* _ (274 Dw.R'"T R*H

D b " D
Mais il eft
: L]
@—DE—- — (*r® = nombre eniier,
2 R
(32 3 l]:;m = (22 + 1w "' — nombre entier,
donc

n42
o =Gnanye. R D

ce qui donne
R“** 4
_D..::p',r'-— (:r: + l)w N I: nombre entier — r""'1IF .
Et c’eft ce qu'il faloir démontrer.
Oo 3 §. 45.
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§. 45. Or nous avons va que #/, »/ {ont des nombres en-
tiers (§. 41. 42.) donc aulli #/, ¥V, - ... r®----- &e. i linfini (e-
ront des nombres entiers. Donc indifféremment tous les réfidus R/,
R RM....R"--- &c. & linfini auront D pour commun divifeyr,
Trouvons encore la valeur de ces réfidus exprimée par M, P.

§. 46. Pour cet cffet chaque divifion nous fournit une équa-
tion, en ce qu'il eft
R — P — wM,
R? — @M — 3w.R/,
R — @R/ — sw.RY,
&e.

Mais oblervons que, dansle cas dont il s'agit, les quotiens w, 3w,
s w &c. (one alternativement pofiufs & nr.gani‘s & que les fignes des
réfidus & fuccedent dans l'ordre b= —=. Par lices équa-
tions (e changent ¢n

R — oM — @P,

RY — zwR/ — @M,

RY — swR! — @R/,

RJI-" e mRﬂ'H i ﬁ,!Rh’r

&,
Et -en général
Rt — (22 —1)w. R* ! — @R*.

D'oi I'on voit que chaque réfidu (e trouve, moiennant les deux précé-
dens, de 1a méme maniere que les numérarcurs & les dénominateurs

des fraftions approchantes de la valeur de rang % (¥ 36.)

§. 47. Failant donc les fubfticutions que ces équations indi-
quent, afin d'exprimer tous ces rélidus par M, P, nous aurons

Rf
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R = wM — @P,
RY — (3w —@*) M— 3wl . P,

R — (15w’ EwP ) M— (15w’ —@3) P,
&e.

Er ces codfhiciens de M, P, étant les numératenrs & les dénomina-

reurs des fractions trouvées ci- deflus pour la tang FEE, (4 36.) on
L 1

voit encore qu'il fera

M _ e’
P w . wp’
M 30d R¥ :
P 3w —0" — (3w —07). P’
M 1sw*@—p3 R/
P 15w — 6wd? ~ (15w?— 5w:p?)—F’
&e.
§. 48. Mais il eft
M
7 — tang Q.
Done (§. 37. 34.)
]E_m_ ,:pa ek
P~ W aGw—07) T Gu =7 (s —Gupr) T &
M __390 __ o’ &
P T30 =@ — Gw' — @) . (isw—6wg?) '+
&,
Donc
RY - Q3 ; ¢S

WP GG g T Goi—). (e —supry T &°

RY
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R/ . o i_
(30> —Q*)P— (320* — Q%) . (150w’ — 6wd?) ° &e.

R.nl"ﬂ' . mr

&e.

Ainfi tous les réfidus {fe trouvent moiennant la fuite des différences

% 37.)

Q. OF A
8 =t oG T Geimpn) (Go—cup?)
'ﬁ?
1
(15wl = 6wQ?) (1oswt— 4wt 0%)
-+ &e.

en omertant 1, 2, 3, 4 &e. des premiers termes, & en mulupliane la
fomme des {vivans par le premier facteur du dénominateur du premier
terme qu'on retient, & par P,

§. 49. Or cette (vite des différences eft plus convergente que
ne left aucune progreflion géomérrique décroiffante (§. 24. 35. ).
Donc les rélidus R/, R, R &c. décroiffent en (orte qu'enfin ils de-
viennent plus petits quaucune quantité allignable.  Er comme chacun
de ces rélidus, aiant 1) pour commun divifeur, eft un muliple de D,
il s'enfuit que ce divifeur commun D elt plus perir qu'aucune quanriré
affignable, ce qui fait ) —= o, & emporte la conféquence, que (M:P)
elt une quantité incommen{urable i l'unité, ou irrationelle.

§. s0. Donc toutes les fors qu'un ave de cevcle — L4 Jera com.
il

penfierable au rayon — 1, ou rm‘in.-m".’f-.*, la tangente de cet ore Sera
Hie '.i"'”'m'!‘;ﬂ :'nrwmm:'ﬁﬁrr?ﬁrff A Fiayok, ol rrrationelle. 101, _cipruqug.
ment ancine tangente vationelle w'ef? celle d’un arc rationel,

§. 5r. Or la tangente de 45° éant rarionelle, en ce qu'elle
elt égale au rayon, il s'enfuir que l'arc de 45° dégrés, & partant
auili
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qufli l'arc de 9o, 180, 360 dégrés, eflt incommenfurable au rayon.
Donc la circonference du cercle #'cfl point au diametre comme un nombre

eniier d un nowlbre entier,  Voild donc ce théoreme en forme de co-
rollaire d'un autre théoréme infiniment plus univerfel,

§. 52. [Eneffer, c'eft préci@ment cerre ablolue univerfalicé,
dont on peut avoir licu d'éire furpris.  QOurre qu'elle nous fair connoi-
tre combien les quantités circulaires {ont rranfcendentes, elle nous
faic encore voir, gue les tangentes vationelles & les aves rationels ne
Sfont pas diffribués par toute la corconférence du cercle, de fagon comme
s'tls ctoient jettés au Rumard, mais gu'dl faut gi'tl sy trouve un certain
ordre, & gue cet ordre les empéi he de fo vencoutrer fumais.  Cet ordre
mérite, fans contredir, d'étre connu plus en déail.  Voions donc juf-
qu'ol il fera pollible d’en dérerminer les loix.  C'ell 4 quoi aboutiront
les théoremes (uivans.

53. D'abord on fait que, dewy tangentes étant vationelles, la
tangente de la fomme & celle d: la différence de kurs arcs font également
ratwnelles,  Car ilelt

£ t D
tang (w + @) = : :jw.:{b'

tw — ¢
tang (w — @) = . —{—rw.mrm'

§ 54 Deliail fuir, g’une tangente etant vationelle, Iln tam-
gente d’un muitiple quelcongue de fon are fiva @ﬂfrmmr vationelle,

§. 55. DMais au contraire, wne tangente étant rationelle, aucune
partic alujuote de fon are w'anva une tangente vationclle,  Car larc pro-
polé éant multiple de chacune de fes parties aliquotes, il elt clair
que fa tangente {eroit rationelie, fi celle d'une de fes parries aliquores
éroit rationelle (§. 54.).

§. 56. St latavgente de chacun de dewx aves commesfuralles en-
tre eux ¢ff vationdlle, la tangente de la plus grande commune mefire de

Meéw, de U Acad. Tom, XYL P P ces
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ces dewx aves fera fgalement rationelle.  Soient w, @, les deux arcs pro-
pofés. Or, érant commenfurables, il fera w & © comme un nombre
entier m & un nombre entier #.  Soient ces nombres m, #, premiers
entre cux, & l'unité fera leur plus grande commune mefure. Fai-
fant .donc

w = mi,

¢ = nv,
& l'arc ) fera la plus grande commune mefure des arcs w, @. Or je
dis que la tang J fera rationelle.  Soit m > », & en foultrayant » de
m autant de fois qu'il fe pourra, foit le dernier relte — », toutes les
tang (m —m) b —¢t(w—Q), tang (m — 22Y) — ¢ (w— 29), &c.
tang »y, feront rarionelles (§. §3.). Soultraicz » de » sutant de fois
qu'il fe pourra, foit le dernier réfidu — »'.  Soufltraicz encore #/ de
r aurant de fois qu'il fe pourra, foir le dernier réfidu » &c.  Eten
continuant de la forte, vous parviendrés 4 un réfidu — 1, les nombres
m, n érant premicrs entre euX. (Ewckd, Pr.l, Live. VIL)  Mais par le
§. 5 3. toutes les rangentes

t(m—a)b,e(m—20)d - - - - try{,

t(n—nr)d,t(m—2d - - - - ¥,

t(r—M byt (m—2"d - - - - 2,
&e.

- 17

feront rationelles. Done &e.

§. 57. Toutes ces rangentes pouvant érre trouvées par les
tang w, tang @, fans qu'on en connoifle les ares (§. 53.) ileft clair que
de cetre maniere deux tangentes rationelles quclconques érant données,
on trouvera fi leurs arcs four commenfurables entre eux? Mais fi les
arcs ne le font point, le travail feroic fans fin.

§. §8. Dewx parties aliquotes d’un arce quelcongue azant des tan-
gentes vationelles, je dis que la tangente de la plus grande commune me-
Jire de ces dewx porties aliguotes fera pareillement rationelle. Ce théo-

reme
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reme fuit immédiatement du précédent (§. 56.).  On n'a qu'i & fou-
venir, que deux arcsw, (O, qui {ont des parties aliquotes d’un arc A,
{font commenfurables entre cux.

§.59. Delaméme maniere, ff autant de parties aliguctes dun
arc A, que P'on voudra, ont des tangentes rationelles, Ia tangente de
l'ave, qui eft ln plus grande commune mifure de ces parties oliquotes,
Jerva égaloment vatiomelle.  Qu'on prenne deux de ces parties aliquores
w, @, & foit leur plus grande commune melure — y, & la tang \p
fera rationelle (§. 56.58.). Mais § éranr partie aliquote des arcs w, @,
qui font parties aliquotes de l'arc A, il elt chir que { fora partie ali-
quote de l'arc A, & qu’au lieu des arcs w, @, on peur (Ubftitner |,
en comparant  avec une des autres parties aliquotes de I'arc A pro-
pofées. On continuera de trouver leur plus grande commune mefu-
re, dont la rangente fera également rationelle. &,

§. 60. Nommons tangente premicre toute tangente rationelle,
qui foit celle d'un arc, dont aticune partie aliquote n'ait une tangente
rationelle.

§ 61. Telleelt p.ex. la tangente de 45°.  Car, foit # un

nombre entier quelcongue, toute tang (45 : #)° fera une des racines
de I'équation

=1 M= H—32 N—]1 #H—2 N—
o—t—Hx—p, —x1 4y, — , —xT 40, o . 3 .xt
2 2 3 2 3 4
#—1 nN—2 N— n—4 -
# s = i 3 L 4 A o '&Cl
2 3 4 §
dont les coiéfficiens {ont les mémes que ceux de la formule binomiale
de Mwlon, & dont les fignes changent fuivant lordre — — 4 4.

Mais, pour tout n nombre entier, tous ces cotfficiens (ont des nombres
enticrs, & roure
) g

tang (4:
Pp 2 Donc
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Donc, fi une ou plus d'une des tang (45 ° : #) éroit rationelle, elle fe-
roit une fradfion rationelle < 1, & fi cela éroir, rous les coéfficiens ne
faurcient &cre des nombres entiers.  Mais ils le [ont.  Donc &e.

§. 62, Une tangente prfm.r':re quelconqgue étant Jl:r‘mprgﬁ?, il w'y
a quie les multiples de fon arc gui ayent des tangentes rationelles, d Pex-
clufion de tous les autves ares gqut lui font commenfurables.  Soit tang
w premiere, & m, n, éant des nombres entiers premiers entre eux,

fuppofons que la tang (;—”.u puifle érre rationelle.  Or l'arc (-:i)

i
érant la plus grande commune mefure des arcs w, & (T , la tan.
7

gente de ;} fera rationelle (§. 56.). Mais %éram une partie aliquo-

te de w, la tang w ne feroir point premiere. Ce qui érant contre 'hy-

: ri e 2
pothefe, on voit qu'aucune tang (? ) ne fauroir érre rationelle,

Donc il ne relte que les multiples de w, dont les tangentes feront ra-
tionelles (§. §3.).  Voili donc la raifon, pourquoi ces fortes de ran-
genres méritent le nom de premieres.  Elles reffemblent en quelque
fagon aux nombres premiers, en ce qu'il 0’y a que leurs multiples qui
foient des nombres entiers, &c.

§. 63. Dewx tangentes premieves étant propofées, je dis que
lewrs arcs foit tiacommenfuvables entre enx.  Car {oient tang w, tang D
premieres, & fuppoflons que les arcs w, @ puiffent étre commenf(u-
rables entre eux. Ils feront donc comme un nombre entier 2 i un

nombre entier . Donc
W

o = —.

b
Done (§.62. -:—, partie aliquote de w, aura une tangente rationelle

de



@ o1 &

de méme que -E partie aliquote de .  Donc ¢, #», ne fcrone

point premieres. Ce qui érant contre I'hypothele, il elt clair que les
arcs w, @, ne fauroient érre commenfurables entre eux.

§. 64. Anfi tous les arcs des tangentes premieves font incoms
senfiralles entre enx. Car, par le théoreme précédent, ils le font deux

a deux, combinés d'une facon quelconque.

§. 65.  Une tangente rationelle quelcongue , gui ne foit pas pre-
miere, étant propefie, jedis que fon ave feva un multiple de celus d’une
tangente premiere.  Car certe tangente, toute rationelle qu'elle efl
n'éant poini premiere, ce ng peut &ire que parce qu'il y a des par-
ties aliquotes de fon arc, dont lestangentes (oient rationelles.  Soient
ces parties aliquotes E, iu-, ﬂ, = &c. donr le nombre eft pofé

mee A
comme ¢étant fini. Or, comme nous les prenons toutes, il faur que
celle qui eft la commune mefure de toutes les aurres s'y trouve auffi,
tandis que par le § 59. fa tangente eft parcillement rarionelle.  Qu'el-

le foit ?, je dis que tang -E:_i eft premiere.  Car, fi elle n’éroir pus

premiere, les rangentes de quelques unes des parties aliquotes de
w ; ) g o w

(,_) feroient rationelles. Or ces parties aliquotes de (—) érant
1 ¥

également parties aliquotes de I'arc propofé w, il eft clair qu'elles f&-
Lk ] u

roient déji compriles dans les parties aliquotes = g = W il
P

%, & que par conféruent % feroit pareillement leur plus grande com-

mune mefure. Ainfi % feroit mefure de fes parties aliquotes. Ce
Pp 3 qui
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qui étant abfurde, on voit que tang E: eft premiere.  Orwelt un

multiple de E:— Done &e.

§. 67. Voild donc tontes les tangentes vationelles vaugées en
certaines claffes.  Elles {ont ou premieres clles - mémes, ou elles def-
cendent, pour ainfi dire, endroite ligne d'une rangente premiere, parce
gu'il n’y a que les multiples des arcs des tangentes premiceres qui aient
des tangenres mationelles (§. 62.).  Or, §'il n’y avoir qu'une feule ran-
gente premiere, toures les rangentes rationeiles en dériveroient, & rous
leurs arcs feroient commenlurables entre eux.  Mais il s'en faur de
beaucoup, qu'il n’y ait qu'une feule tangente premiere.  Car elle de-
vroit érre plus perite gu'aucune quantité aflignable.  Donnons lui,
pour démontrer cela, une grandeur finie = rang $.  Et il eft clair
qu'il y aura des tangentes rationelles plus perites que tang .  Si ces
tangentes [unt premieres, tang @ ne [era pas la feule qui [oit premiere.
Si elles ne {ont point premieres, clles dérivent d'une ou de plufieurs
rangentes premieres, en ce que leurs arcs feront des mulriplesde ceux
de ces tangentes premieres (§. 65.).  Ainfiil y a plus d'une, plus de
2, 3, 4 &c. tangences premieres.  Er auffi longtems qu'on en fuppo-
{e le nombre fini, on trouvera de la méme manizre quiil ¥ en a d'a-
vanrage. Voici encore une autre manierc d'en trouver un nombre infini.

§. 67. Soient deux rangentes premicres 2w, ¢@.  D'sbord
clles feront rationelles, & leurs arcs feronr incommenfurables entre
cux (§. 64.). Solent m, u, des nombres quelconques premiers entre
eux, & (mw 4 #P) fera un arc incommenfurabic rant & w qu'a .
Mais {1 tangente fera rationelle (§. 62. §3.).  Or l'arc (mw + nQ)
métant point multiple, ni de w ni de @, la tang (mw + #@) fera ou
premiere elle méme, ou elle dérivera d'une rangrente premiere, nécel-
{zirement différente de 2w, #(. Or, en variant les nombres m, n, de
toutes les facons poffibles, de {orte quils [oient toujours premiers en-
tre cux, on trouvera aulant darcs (mw 4+ np) incommenfurables

tant
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tant entre eux qu'aux arcs @, @, & qui par conféquent ne font ni
multiples les uns des autres, nide w, @. Donc leurs tangentes, qui
toutes font rationelles, dériveront d'autant de tangentes premieres,

différences les unes des autres,

§. 68. Voili donc ee qui refltreint infiniment la poilibilité de
trouver un arc rationel, dont la tangente {oit ¢galement rarionelle.
Car les arcs de toutes les rangentes premiefes érant incommen{urables
entre eux, il s'enfuir que, quand il feroir poflible de trouver une ran-
gente premicre, dont l'arc fur commenfurable au rayon, ce feroit la
feube, puisque les arcs de routes les aurres rangenres premieres feroient
néceilairement incommenfurables au rayon. Mais, par ce que nous
avons vu ci-defllus, encore cetre feule elt exclue de la pollibilité d’a-

voir fon arc ratonel.

§. 69. Latangente de l'angle de 45° érant premiere (§. 61.)
& [e trouvant dans les rables triconomérriques, je remarqueral enco-
re en forme de corollaire, que celt la feule tangente premiere, & en
méme tems la leule rtangente rationelle qui s’y trouve.  La raifon en
elt, que tous les arcs dont les tangentes font marquées dans ces ra-
bles, {ont commenlurables entre evx, {ans qu'il s’y trouve d'autre mul-
tiple de 45°, que I'angle de yo®, dont la tangente elt infinie.

§. 70. Jeblerverai encore, que le cofinus d'un angle w quel-
conque érant rationel, le cofinus d’'un multiple quelconque eft pareil-
lement rationel,  Cetre circonftance fair, que le méme raifonnement
que nous avons expolé & I'égard des tangentes, pourra, i quelgue
changement prés, érre sppliqué aux colinus. Oa trouvera des coff-
nus premiers comme nous avons trouvé des tangentes promieres, & les
arcs des cofinus premicrs {eront pareillement incommenfurables entre
eux; de forte que, quand il feroit poflible de trouver un cofinus pre-
mier dont I'arc fur rarionel, ce ne feroir encore que le feul gu'on
plir rrouver, vu que par I méme les arcs de tous les autres cofinus pre-
miers {eroient irrationels.

§ 71.
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§. 7r. Iln'en eft pas de méme des finus, parce quon fin o
quelconque érant rationel, 1l n'y a en généralque les /3w, (5w, f7w
&e, qui (oient rationels; mais les fin 2w, /4w, /6w &c. ne le font
pas toujours, & moins que col w ne (oit aulli rationel, de {orte que fi
on veut encore ici trouver des ffuus promers, il faudra §'y prendre da-
ne autre fagon, que nous ne 'avons fait 4 P'égard des rangentes.

§.72. Mais, fans m'y arréter, je retournerai i la fration con-
tinue, trouvée ci-deflus

ng vy —
tang =

jw —1
s —1I

—W— I

gw — 1 &,
Nous avons vu que toutes les fraftions

1 3w 1§w? — 1

w’' gwi—1’ 15w’ — 6w’

&e,

qu'elle donne, n'approchent de la valeur de la tangente de v, que par
défaut en ce quelles fonr toutes plus petites que cette rangente. Mais,
comme il doit ére poflible de rrouver des frattions [emblables, qui,
gnoique approchantes de la valeur de tang v, manquent par excés, je
me (uis mis @ en faire la recherche, ¢ me bornerai ic) 4 donoer en-
core 1 fraftion continue, qui renferme aliernativement & les unes &

les autres. La voicl

tnng
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tmgr:?{—l_-—l
(1) -}—T
1 4 1
(32-2) 4 1
I 4 x
(5u-2) + 1

1 4+ &e.
Cette fraftion continue 4 linfini, en forte que les quotiens {one
-0, (w=—1), 1, (32—2), 1, (5w—2), 1, {?w_m}: ¥y {Iﬁ'ﬁ'—:’-‘}
-« o« = = Iy {(zn 4 1) w—2),1 &
Et les frattions approchantes de la valeur de tang v, font
H 1 30 —1I o 15wt -— 3w —1 ;

——— e

w—1' w'’ 31#:"‘*“""-1’ ng_,lr :swa___awt__&—w_l_l:

15w — 1

15w — 6w’
La premiere, 3™, sme, 7me &c. fonr plos grandes que tang v, &
la ade, gme  guie &c, font plus petites, & les mémes que celles que
nous avons trouvées ci- deflus (§. 22.).  Je ne m'arréterai pas 4 en
donner la démonltration, wvu que cetre iraftion continue peut étre
trouvée de la méme maniere, que nous avons trouvé celle dont nous
nous fommes {ervi julgud préfent, & qui elt beaucoup plus fimple.
Je remarquerai donc feulement, que le premier quotient érant ici—o,
on n'aura, pour I'abolir, qu'i tourncr la fraclion en forte qu'elle expri.
me la cotangente de v, puilgu'i] eft

1

tang v

&e.

cot v —

Ainfli nous aurons

M, de [ Acod, Toam, XVII Qg cot
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T '
mtﬂ—u;w—s}{-l .
1+
(zw—2)+1
1 4+ 1
(sw—2) +1
1 4+ 1
(7w—2)+1

1 4+ &,

§. ~9. Comparons maintenant les guantites tranf endentes cir-
etelatres nix Jrantités J"ng.’u'jrﬁ:.u.",‘-;wn‘ qui leur fonr anulogues. Soit
¢ le nombre, dont le logarithme hyperbolique ¢it — 1. Lt on fir,
que {1 dans les deux fuies dont’'nous nous fommes fervi ci dellus

(§ 4.

I 1 1
finv— v — vl f ——— 5 — v + &
2. 3 2.3.4.5% 2.3.4.5.6.7
1 I 1
coflv—1— —v* 4 yt — v 4+ &
, 2 3. 4 2.3 4 §. 6

tous les fignes font pris pofitifs, elles fe changent en

r"-p_"ﬂ'_‘ + 1 yo 4 vs 4 I y? +&
e i c.
2 2.3 2.3.4.% 2.3:.4.5.6.7
ev{e” SR 1 1
— i B —_ 4 (.3
: g +1. 3.41'[ +1.3.4.5+E# Lo

Or, en traitant ces deux dernieres fuites de la méme maniere que
nous avong traité les deux premicres (§. 4. & fuiv.) opération ne
différera que dans les fignes, qui pour le cas préfent feront rous po-
fitifs. Comme on peur s'enconvaincte fans peine, je A'en rapporterai
point le dérail. 1l fera donc

~ —
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" 1
¢¥ 47" L == 1
=1 .
§iY ===
TiV = 1
yibr == 1
CLbiv—— 1
13:0 + &e.
§. 74. FErcomme il eit
[ Ad e  fakd 1
e* 4 ¢ T e = 1
on voit qu'en faifinr 2¢v — &, on aura
phe—-=1 ___ |
ef 41 zix—+—1
.11
10 X ——1
147 —— 1
18 —+— &
d'odi T'on tire
e* -1 __ 1
i sy
d:x =1
Gix 1
;E_.r—r—l "
1.*..1‘-1;-151.-

ou bica

Qq 2 e
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e 1
T2 = (2:x) 141
G:v -1
10: X =1
14:x8 1
18: 0 4 &e.

On voit bien que ces expreflions offrent des conféquences femblables
4 celles que nous avons déduires ci- deflus de la formule

I
HOE V O
JW —-— i
§w — ¢

On trouvera encore ici que v & ¢¥, de méme que ¥ & ¢* ne (eronr
jamais des quantités rarionelles en méme tems.  Ainfi je ne m'arréte-
rai pas & en faire une déduétion reiterée. Il s'agir plurdr d'interprérer
les formules que nous venons d’expofer.  Jobferve donc, quelles
doiventavair, @ I'égard de 'hyperbole équilaterale, une fignification tout
4 fait analogue 4 celle qu'avoit la fraftion

1

g ¥ == — .
@ W — 1
jw — &ec.
par rapport au cercle.  Car, outre qu'on fait que les expreffions
r' + f‘l=
‘. f"’
on fant ¥ — ¢V — 1, donnent les quantités circulaires .
‘u‘lf"—t + E—i."'l-'"'—l — a2cof v,
g o SV — g finw V-1
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Mr. de Foncenex a encore fait voir d'une maniere trés fimple & trés di-
reéte, comment cetre affinité (e trouve en comparant enfemble le cercle
& I'hyperbole équilaterale qui ont un méme centre & un méme diame-
tre. Voiez Mifeell, Socict, Taurin. Tom. 1. p.128. fuiv.

§.=¢. Mais ici il s'agit de voir julgu'ol cette affhinité peut étre
pouflée indépendamment des quantites imaginaires.  Soit donc C le
centre, CH P'axe, CA le demi-diametre de |'hyperpole équilaterale
AMG & ducercle AND, CF Pefympiote, AB perpendiculaire a
I'axe, & en méme tems la tangente commune au cercle & a 'hyperbole.
Soient tirées du centre C les deux droites CM, Cm, infiniment pro-
ches 'une de l'surre, & des points d'interfedtion M, m, N, », foient
abaillées (ur Paxe les ordonnées MP, mp, NQ, #g. Enfin foit le
rayon AC — 1. Faifons 'angle MCA — ¢, & loir

Planche M.

pour I'hy perhnle pour le cercle
I'ablcifle CP—=g-- f - - CQ=—=«
I'ardonnée PM —= y-- - - - QN __J’
lefegment AMCA—w:2 - .- - ANCA —v: 2
& il fera
n

tang — = - tang{p:%,
1 =i —np.cor@® -+ 1—3Fy—xx—yy.cotQ?
EE_IZ’I’}:Eﬁ.tangEﬁ‘ == [ — 2% — Yy =ax linglﬁi,
{:h"[:_'___'-éi _i_ql:él{l-l-tangm:l}. CHNs2 —x? ‘I']-?t:I’{I-f-t@’),

:[—+ r@_‘ :-—F-—I‘I.!@:-:L
5 I - 1 +:?
anc
- 1Hp? dt® | Fo s Jr@___
+du=dp. g f;_+' ot = mf;:——lg it
tQ.dt ¢
V=T - 1T ar

- _ dro
-|-.:f'l"l__, (I—fﬁiJFf- « weap ‘fj = {; 4+ f¢.}'§-=?’
Qg 3 E=
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= o St T ;
V (1—10%) V (1 1@?)
i — t$ = el - - — _rm
= Va— Y= vaEay
Donc
+diE:du —=n- - - o —dx:idv=y,
t—dnide = §£- - - | —S=dy:dv = x
A= dE = dy . ung® - -- — dx:dy = ung @.

§. =6. Comme l'angle @ elt le méme pour I'hyperbole &

pour ie cercle, il {uit des deux dernieres équations qu'il ett
g p —=dgidy = —dyrdy =g:f=19:x
Ainii les angles Mmp, Nng, font égaux. Ce qui donne
Mm: No = dg : — dx — dy : dy.

Er les triangles carallériltiques Mmr g, Nay, font fumblables. Enfin,
comme il elt Cng = Cmp, & Nug=Mmp, ilfecraCng +Nuy
— Cmp + Mmp —go°  Tirant donc la normale mV, il (era
Vmg 4+ Mmy = 90°, donc Varg — Cmyg.  Ainli la normale
mV prolongée julu’i Faxe AC, eft égale 3 Cm, rout comme dans
le cercle la normale Cn eft égale 4 Cn. Voila done furquoi (e fonde
tout ce quil y 2 de réel dans les comparsifons gu'on a faites enrre le
cercle & I'hyperbole.

§. 77. [Enfuire, f‘pnur I'hyperbele on veur exprimer £ n, par
¢, ON rouvera mﬁ':mcm, qu'en emploiant des (uites infinics leur for-
me duir étre

E—1 4+ Aw* 4+ Du* 4 Cu® - &,

n— au = bu? —— cu’ - dn? - &c.
Car, en faifant ¥ ——o0, ona £ =1, n —=o. Deplus, en prenant «
infiniment petite, £ creitra comme #2, & % croiira comme #, parce-

que l'angic en A elt droiw, & le rayon ofculatcur de I'wperbole en
A
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A eft = AC. Enfin, en prenant # néganve, routes les valeurs de £
feront les mémes que pour les w pofitives, d'oli il fuir, que l'abfcifle
£ doir érre exprimée par des dimenfiong paires de . Er en prenant
négative, les valeurs de n (cront les mémes, mais négatives, Donc 7
doit €tre exprimée par des dimenfions impaires de . Il ne refte donc
plus que de dérerminer les coéfliciens,  Clelt 4 quoi nous ferviront
les deux formules trouvées ci - deflus

dé : du — ¥,
dy : du — &
On avra donc, en différentiant la premiere fuite
dt:du—z2Au+ 4Bs? $ 6Cu 4 - - - - - . + g Mu®™!
qui doit érre —— %, donc
dE:du— au 4~ bu?® - cuS4 - - - ... + moaut
Donc, en comparant les 4ermes
2A = a,
48 = J,
L =0
e,
eM — m,
Mais, en différentiant 5, il doit encore éire oy : du — £, donc
dn:de —ad 3bu*§ gent ¢+ - - - - . . (p—1) .mu®""
— AR o Bet § veniieiii o ox e
Done, en comparant les termes
a— 1,
& = A,
§¢ — B,
&e.
(g —1) m — L.

Mouien-



& 312 9

Moyennant ces équations on aura

a — I,

I
ﬁ:{-ﬂ_..-—;,.
b— A = —,

— _12‘31
— 1) = —,
- % 2. 3. §
I
__I' ="
-l'."'__..fB 13.4“;1
I
C L& —=
: 2.3.45.6°
&ic.

1 _ H
== T 234 - - (1)
M : -

—_— e M T iyl
M VR RE ."-'-

Ainfi il fera

— T s i g s 4 &E‘
PR IR T e
R I s S e e =
2. 3 2.3.4-5 2.3.4.5.6.7

Voild donc 'abfcifle £, & l'ordonnée n, exprimées par la lettre », qui

elt le double de Paire du fegment hyperbolique AMCA.  Or on fgaic

que {i au lieu de #, on prend v, qui cft le double du feymenr circu-

laice ANCA, I'abfcille x, & Fordonnée y, circulaires I'une & l'autre, (ont
i 1 ¥

—f — = —— v® 4= &e.
= 2 2. 3- 4 2. 3.4 5. 6
I I

2.3 Y2345 2.3.4.5.6.7

deux
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deux fhites, qui pour la forme ne dificrent des deux précédentes que
par le changement alternatif des (ignes.

§.78. Et comme ileft (§.73)

Ef ad et et it o &
2 2. 3- 4
e - " I I
—_— —_— yd ' 5 e
-] * 2: 3 2 3 4 § -+
on voit qu'il {era
i 8 7R,
E—- a T2
f. -I!"..
n = a4 T

& que par conféquent ces quantités expriment l'abicifle £ — CP, &
l'ordonnée # —= PM de 'byperbole.

§.79. FEtcomme il eft n:Z — tang O, on voit encore

qu'il fera
{"' et ]

ung @ = T
donc par le §. 81.

tang P —

R B i |

Et comme la méme rangente eft 2uffi

Méw. de [.4cad. Tom, XVH, Rr : tang
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1
I: W — 1
3:¢0 — 1
§i1v — 1
TLY —

9:v— e,
on voit qu'on trouve cette tangente par ces doux frations continues,
qui pour la forme ne différent que dans les fignes: il ne s’agit que
d'employer ¥ —— 2AMCA, quand on f¢ fert de la premiere, an
lieu qu'il faur employer v == 2 ANCA, pour avoir la méme rangen-
te movennant la feconde.  Voild donc I'analogie qu'il faloit rrouver
indépendamment des quantités imaginaires, & fans les y méler.

tang v ——rang @ —

§. 80. Mainrenant nous pourrons tirer en termes trés clairs la
eonléquence, que [aire du _fectenr hyperboligre AMCA, tout de mé-
me gue celle du fi8eur civeulaire AN CA vépondant, feva une guantité
trrazionelic on incommenfarable an guarré du vayon AC, tontes les fois
gue Dangle Q, qui eff colui gue Pun & Pawtre de ces denz fiffenrs for-
me au centre C, aura une tangente rationellyy, & que réciproquement
cette tungente fora treationelle toutes les fors que 'un de ces deux fec-
teurs fera une Jitant i€ rationelfe,

6. 81. Il y a vne conféquence rout & fait femblable i faire &
Pégard de la fraétion continue (§. 74.)
e+ I

qui [e rransforme en
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e 4 __ 0
2 T 1 4 1
—2:u 4
—Giu 41
—10:u + &e.

& d'ol I'on tire pour w négatif
e O T I
2 1 41
2:% 4+ 1
b :

u 4 1
10:4 4+ 1
14:u 4+ &Kc,

Ces fraftions nous font connoltre @ guel point "irvationalité du nom-
bre e — 2,71828182845904523536028 - - - - of tranfeendente,
€N e quaucnne de fes dignités ni aucine de fes vacinesn’efl vationelle, Car
u & ¢* ne {auroit étre en méme rems one quantité rationelle.  Or »
étant le lograrithme hyperbolique de ¢*, il s'enfuit, que roue logarith-
me hyperbolique ratronel ¢ff celui d'un nombye irvatione!, & que réci-
proguement fout nombre yationela un logarithme hyperboligue irratiomel,

§. 82. Mais voyons encore ce que ¢* & %, fignifient dans
la figure.  Retouraons pour cet effer au §. 78. ol nous trouverons
les deux formules

. E- + r‘ﬂ'
E — 2 = 3
% —— gt

| =——

donc en prenant la fomme & la différence, il fera
== § Al
£ — E Tl

Rr 2  Mais
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Mais les afymrotes CF, CS, formant entre elles un angle droir, que
Faxe CH coupe en deux parties égales, il fera

¢ — CP — PS — PR,

y = PM,
donc
E 1 = SM,
£ — 5 — MR,
& partant
e* — S5M,
= MR,

d'oli I'on voit en méme tems qu'il el
e, e*" — SM.MR = 1.

On voit de plus, que tandis qu'il eft

e — SM,
«* = MR,
AB =1,
il fera, en prenant les logarithmes,’
| ¥ — log oL = log -ﬂ—ﬁ
“ AB MR

Er comme u, ¢*, ne fauroient éire rarionelles en méme tems, onvoit
qu'il en elt de méme i I'égard de l'aire du felteur AMCA — Ju, &
'des ordonnées SM, MR.

§. 83. MNous avons encore (§. 75.) la différenticlle
d tang @

h — 13’

dont l'intégrale e trouve étre

a0
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e AL — log. tang. (45° + @) = | rang SCM,

T

_—
—

|
2u——log : n :g — — Ltang (45° — @) =—I. tang RCM.

Retenons la premiere de ces formules
— I ==t

& elle nous metrra en état de retrouver encore a I'égard des fecteurs hy-
perboliques ce que nous avons vu étre tangente premicre i Pégard des
fe&teurs circulaires. Voici comment.

§. 84. Confidérons d'abord que le fefteur hyperbolique
AMCA croit avec l'angle = MCA, de forte qu’il devient infini,
lorsque @ — 45°. 1l eft done clair gu'un de ces fecteurs érant don-
né, on peut trouver d’autres , qui en foient des mulriples quelconques,
& des parties quelcongues, ou qui le furpaflent d’une quanrité quel-
conque. Or i chacun de ces feéteurs il répond un angle MCP, par
lequel il eft formé, & latangente de cet angle érant == @, le fecteur
— 1 u, nous venons de voir qu'il eft

I ==

1 — tTp'

§. 85. Soient donc trois fecteurs §u, g/, 4", tels quele
troifieme foit la fomme des deox premiers. Soient de plos les angles
répondans @, @, @’. Eril fera

2u = log ; i :%,
. 2’ — log : i:%-_.
1 4= QN

Rr 3 Com-
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Comme donc il doit étre
= 3u 4= §u,
il fera également
1 t '
8 ifg":hgl—ﬂb’ T8 T e’
ce qui donne

t A=t 14t 1 -1

r — Q' T 1 — 1 — 1’
d'ont il fuic

1t 110

¢ @H t m _|'— 4 ':F'
e ] —I— rm H rlmj' 2
& réciproquement pour la différence

— ' — 10
b = 1 — ¢t . 2@’

Ces deux formules ne différent qu'a I'égard des fignes de celles qu'on
mouve pour les fecteurs, ou les arcs circulaires, & elles nous laiflent
également conclure, que /i les tangentes qui répondent i deux feleurs
hyperloliques, font rationelles, les tangentes que répondent an feltewr
égal @ ln fomme & la diffévence de ces deux folieurs fevout parcillement
rationelles,

§. 86. Certe feule propofition (uffit pour faire voir que tout
ce que nous avons dit ci-deflus (§ 52 - - - 71.) 4 I'égard du cercle,
s'appliquera également 4 'hyperbole.  On n'a qu’i fe {ervir d'une fa-
con abrégée de parler, en nommant tangente d'un feétewr hyperboligue
quelconque ACMA, la rangente de I'angle ACM, quiclt = AT,
le ravon AC étant pof¢ — 1. Enfuire il faur obferver que tous les
feéteurs done il s'agic ici, doivent avoir l'axe A C pour leur com-
mun commenzement, comme |'ont les {ecteurs MCAM, mCAwm.
Ainfi p. ex. le fecteur m CM ne touchant point & P'axc, il faur lui en

fub-
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fubltiruer un autre qui lui foic égal, & qui foit contigu & l'axe AC,
lorsquon veut avoir I'angle P & la tangenre qui lui répond.  Onvoit
bien que cetre remargue n'éroit point néceffaire lorsqu'il s'agiffoic du
cercle, parce que chaque diametre du cercle peut ére regardé
comme axe,

§. 87. Ceft done dans ce fens, que je dirai que Mhyperlole a
wne infinite de tangentes premicres , que les feclenrs de toutes ces tangen-
tes premieves fomt incommenfurables entre enx €& a l'unité, que la tam-

cente d'un fiéleur étant presutere, 1l 1’y a gue les tanpentes des multiples
de ce folewr qui foient vationelles :  Que toute tangente vationelle ¢ff
ou premieve elle- méme, on fon fellcwr off wn multiple &’uwn fi&cur dont la
tangente ¢ft premizre. &e.  Comme la démoyftration de ces théore-
mes ne feroit gu’one repetition de celles que J'ai données pourle cercle,
je les omettrai d'aurant plus que je ne rapporte ces théoremes, que

pur faire voir encore en ce point 'analogie quil y a enrre e cercle &

I'hyperbole équilaterale.

§. 88. Comparons encore enfemble le fefteur circulaire
ANCA, & le (etteur hyperboliqgue AMCA. Mr. de Foncenex, dans
le Mémuoire cité ci-deffus (§. 74.) a fait voir, qu'en employant les
quantirés imaginaires, ces deux fe&teurs (e trouvent étre dans le rap-
port de 1 @ V' — 1, qui elt purement imaginaire.  Or voions quel
fera le rappore réel? Cleft ce que nous trouverons en exprimant I'un
de ces fedteurs par lautre.  Pour cer effer nous employerons les

deux fuites
v = tQ — 320 4 3105 — J107 - &
1@ — v — Fud b FHut — e’ 4 &Ke,
gu'on trouve facilement moyennant les formules différentielles données

ci-deffus (§. 75.).  Subftituant donc la valeur de la feconde de ces
{uites dans la premiere, on aura, toute rédudtion faite,

v = — Fu = Fnf — 5i3u7 —+ Qe
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& réciproquement

v e - 300 4 e - 31T o &
Ces denx fuites ne different que par rapporcaux fignes, les coifli-
ciens & les expofans érant les mémes.  Si dans la premiere de ces

fuites on pole
u = v}y — 1,

on (rouve
b=V — 1. (= 307 = 305 = 3407 - &)

ce qui veurt dire
v —=ulV — 1.

Donc, moyennant un (eéteur hyperbolique imaginaire, on trouve un
feéteur circulaire imaginaire, & réciproguement.

§. 69. Tout ce que je viens de faire voir fur les quantités
tranfcendentes circulaires & logarithmiques, paroit étre fondé (br des
principes beaucoup plus univer(els, mais qui ne {ont pas encore aflez
développés.  Voici cependant ce qui pourra {ervir 4 en donner quel-
gue idée. I ne (uffic pas d'avoir trouvé que ces quaniités tranft
cendentes font irrationelles, celt & dire incommenfurables 3 'unité.
Cette propriété ne leur elt pas unique.  Car, ontre guily ades
quantitds irratienelles qu’on pourra former an hazard, & qui par li mé-
me ne {ont gueres du reflort de 'analyfe, il y en a encore une infinité
d'auires gu'on nomme nfgﬁﬁ'rii,rmu‘: & rtelles fontr toutes les quantités
irpationeMes vadicales, comme V2, V'3, ﬁ*q. & V(2 +73) &,
& tontes les raciics ivvationelles des équations algedriques, comme p.
ex. cciles des €quations

c = xxr — 4x | 1,
0 =X X -~ 1,
&e.
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Je nommerai les unes & les autres guantités irvationelies radicales, &
voici le théoreme, que je crois pouvoir éire démontré,

§. 90. Je dis donc gu'aucune guantité tranfeendente cireulaive
& loparithmigue ne fauroit étre exprimée pav quelgue guantité ivratio-
nelle radicale, qui fe vapporte i la méme wmté, & dans laguclle if n'en-
tre aucune quantité tranfcendente.  Ce théoreme {emble devoir dtre
démontré de ce que les quanrités rran(cendentes dépendent de

K
LA

ot l'expofant elt variable, au lieu que les quantirds radicales fuppo-
{ent des expofans conftans,  Ainfi p. ex. unarc de cercie éant ra-
tione! ou commenfurable au rayon, (i tangente, gue nous avens vu
éere irvationelle, ne furoit érve une racine quarrde de queljue quan-

tité rationelle.  Car foir l'arc propoié — w, & faifons™tang
w — J a, nous aurons
Sw? T — col 2w
e a,

cof w? = 1 —— cof 2w ~—
d'ou il [uic

J = .

1 —— a

or cette quantité érane rationelle, il 'enfuir que I'are 2 w elt irratio-
nel, ce yui érant conwe Ihypothefe, il eft clair qu'en faifant tang
w = V a, la quantité 7 ne (auroir écre rarionelle, & que parranc la
rangente d'un arc ratonel quelconque n'eft poine une racine quarrée
de quelgue quantité rationelle.

col a2 —

§. 91. Ce théoreme étant une fois démontré dans route fon
univerfilié, il s'enfuivra que la circonférence du cercle ne pouvant
étre exprimée par quelque quanticé radicale, ni par quelque quantité
rationeile, il o'y aura pas moien de la dérerminer par quelque con-
itruction géomérrigue.  Car tout ce gu'on peur conflruire géoméiri-

Méws. de I Acad, Towm, XYL 3§ que-
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quement revient aux quantités rationelles & radicales; & il s%en faut
méme Je beaucoup que ces dernieres puiflent indifféremment étre con-
ftruites.  On voit bien qu’il en fera de méme de tows les arcs de cer-
cles dont la longueur ou lesdeux points extremes font donnés, foir par
des quantités rationelles, foit par des quanrités radicales. Car, filalon-
gueur de I'arc elt donnée, il faudra trouver fes deux points extremes, en
y employant la corde, le finus, la rangente, ou quelque aurre ligne
drcite qui, pour pouvoir étre conitruite, (era rovjours dépendante ou
réduilible 4 une des lignes que je viens de nommer. Mais la longueur
de.l'arc érant donnée par des quantités rationelles ou radicales, ces li-
gnes {cront ranftendentes, & par 14 méme irrédudtiblesd quelque quan-
tité raticnelle ou radicale.  llen fera de méme fi les deux points ex-
tremes de arc font donnés, jentens par des guantités rationelles ou
radicales. Car, dans ce cas, la longueur de I'arc fera vne quantité
tranfcendente : ce qui veur dire irréduétible & quelque quantité rationel-
le ou radicale, & par li elle n'admer aucune conftruétion
géomérrique,




	00000282.jpg
	00000283.jpg
	00000284.jpg
	00000285.jpg
	00000286.jpg
	00000287.jpg
	00000288.jpg
	00000289.jpg
	00000290.jpg
	00000291.jpg
	00000292.jpg
	00000293.jpg
	00000294.jpg
	00000295.jpg
	00000296.jpg
	00000297.jpg
	00000298.jpg
	00000299.jpg
	00000300.jpg
	00000301.jpg
	00000302.jpg
	00000303.jpg
	00000304.jpg
	00000305.jpg
	00000306.jpg
	00000307.jpg
	00000308.jpg
	00000309.jpg
	00000310.jpg
	00000311.jpg
	00000312.jpg
	00000313.jpg
	00000314.jpg
	00000315.jpg
	00000316.jpg
	00000317.jpg
	00000318.jpg
	00000319.jpg
	00000320.jpg
	00000321.jpg
	00000322.jpg
	00000323.jpg
	00000324.jpg
	00000325.jpg
	00000326.jpg
	00000327.jpg
	00000328.jpg
	00000329.jpg
	00000330.jpg
	00000331.jpg
	00000332.jpg
	00000333.jpg
	00000334.jpg
	00000335.jpg
	00000336.jpg
	00000337.jpg
	00000338.jpg
	00000339.jpg

